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Prélogo

La teoria de la probabilidad y la estadistica ocupan un
lugar importante en la mayoria de las ciencias. Sus apli-
caciones van desde el modelado de fenémenos naturales
y sociales de caracter aleatorio y sus conclusiones son una
base fundamental para la toma de decisiones en situaciones
de conflicto. Por lo tanto, en el plan de estudios de inge-
nieria y especificamente en tecnologia de la informacion,
electronica y automatizacion y telecomunicaciones se debe
poner énfasis en que los estudiantes aprendan y dominen
los conceptos de esta asignatura. En este libro se presentan
de manera concisa y practica los conceptos fundamentales
de la teoria de la probabilidad. El objetivo de este tra-
bajo es proporcionar a los estudiantes una guia para la
resolucion de problemas tipicos. En esta guia se incluyen
ejemplos que van acompanados de soluciones algoritmi-
cas en Python con lo que esperamos un incremento de la
aceptacion e interés de la asignatura por parte de los estu-
diantes.
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Eventos aleatorios

La teoria de las probabilidades es el conjunto de leyes que
explican los fendmenos aleatorios: eventos aleatorios, va-
riables aleatorias, sus funciones, propiedades y operaciones
sobre ellos. La teoria de la probabilidad surgié y se desa-
rrollé por los aportes de:

« Blaise Pascal';
e Pierre Fermat;
o Christiaan Huygens;

e Jacob Bernoulli;

1Se atribuye a Pascal y Fermat el origen de la teoria de la probabilidad, sin
embargo, Gerolamo Cardano escribié un manual de juegos de azar un siglo antes

[1].
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o Pierre-Simon Laplace;
o Pafnuti Chebyshov;

o Andrei Kolmogorov, entre otros.

1.1 Conceptos basicos

Un experimento aleatorio es un experimento cuyos posi-
bles resultados son conocidos, pero no se puede estable-
cer de antemano cual de los posibles valores toma al ser
ejecutado. Por ejemplo, el lanzamiento de una moneda.
Sabemos que puede salir 'cara’ o cruz’ pero no sabemos
si caerda de cara o cruz. Otros ejemplos de experimentos
aleatorios pueden ser:

e el lanzamiento de un dado;
e la extraccion de una carta;
o la seleccion de un objeto entre otros.

Al conjunto de los posibles resultados de un experimento
aleatorio se le denomina espacio muestral. Por lo general,
al espacio muestral se lo denota con la letra griega omega
Qb

'En algunos textos se usa la letra maytscula S
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Si se trata del lanzamiento de una moneda el espacio
muestral es:

Q2 = {cara, cruz}

En el caso del lanzamiento de un dado el espacio mues-
tral es:

0 ={1,2,3,4,5,6}

La cardinalidad! de un conjunto es el nimero de ele-
mentos de un conjunto. En el ejemplo anterior la cardina-
lidad del espacio muestral es

N(Q) =6

Un evento aleatorio es un subconjunto del espacio mues-
tral que obedece a determinadas condiciones. En el lan-
zamiento de una moneda un ejemplo de evento podria ser
que la moneda caiga de cara.

FE = {la moneda cae de cara}

Obviamente este subconjunto tiene un solo elemento:
E = {cara}

y su cardinalidad es:

'En la teorfa de conjuntos la cardinalidad de un conjunto se denota por dos
barras |A].
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N(E) =1

En el lanzamiento de un dado podriamos tomar como
evento que salga un nimero impar:

E = {135}

y su carinalidad es:

N(E) =3

La cardinalidad de un evento siempre es menor o igual
a la cardinalidad del espacio muestral:

N (E) < N (Q)

La probabilidad de un evento es una medida de cer-
tidumbre de que ocurra el evento y se determina por el
cociente entre las cardinalidades del evento y el espacio
muestral: N(E)

§E) = o) (1.1
N(©)

De esta definicién se deduce que la probabilidad de un
evento es un numero entre 0 y 1. Si el evento siempre
ocurre la probabilidad es 1 mientras que si el evento nunca

ocurre la probabilidad es 0.
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Ejemplo 1. Un experimento aleatorio consiste en lanzar
sucesivamente dos veces una moneda y registrar la salida
en ambas ocasiones, determine por enumeracion el espacio
muestral, y la probabilidad de que la moneda caiga las dos
veces de cara.

Resolucion

Como la moneda se lanza dos veces los registros de la
salida del experimento son duplas, por ejemplo, 'cara-cara’.
Por lo tanto el espacio muestral es:

) = {cara—cara, cara—cruz, cruz—cara, Cruz—cruz}

En forma gréfica! se puede obtener de la siguiente ma-
nera:

Lanzamiento

Primero segundo Resultado
- C - CC
~C =5 - CS
- - C - SC
- - 8§

El evento E esta definido por:
FE = {cara—cara} ,

LA esta forma grafica se le llama diagrama de 4rbol; permite determinar el
espacio muestral de experimentos aleatorios complejos.
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y su probabilidad p (F) es entonces:

p(E) = %Eg:i:o.%

1.2 Python

Python es un lenguaje de programacion de propésito ge-
neral de alto nivel. Para acceder a este programa se puede
optar por una de las siguientes maneras:

o Python en internet: https: //www.programiz.com/
python-programming/online-compiler/

ﬂ main.py m Shell Clear

1 # Online Python compiler (interpreter) to >

3 print("Hello world")

Figura 1.1: Programiz Python Online Compiler

o Descarga de PyCharm: //www.jetbrains.com/es-es
/pycharm /download
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e Descarga de Anaconda: //www.anaconda.com/
products/distribution

o Spyder IDE: https://www.spyder-ide.org

Algoritmo 1.1 Ejemplo del editor de Spyder

#!/usr /bin/env python3
# —k— COdiIlg: utf =8 —x— """
Created on Mon May 30 08:02:24 2022

@author: PyE

L]

print (’Bienvenidos )

Sintaxis basica de Python

En la escritura de programas usualmente tenemos que em-
plear: comentarios, operaciones aritméticas, operaciones
logicas y de comparacion, estructuras condicionales, es-
tructuras repetitivas, funciones y una diversidad de tipos

de datos.

Los comentarios permiten explicar las distintas partes
del codigo. En Python los comentarios se inician con el

simbolo #.

Las operaciones aritméticas en Python se expresan de

la siguiente forma:
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o adicién A+B;

o substraccion A-B;

o multiplicacon A*B;

o divisién A/B;

e exponenciacion A**B.

Operaciones logicas y de comparacion.

Las operaciones logicas y de comparaciéon dan como
resultado los valores booleanos: True (la expresién es ver-
dadera) y False (la expresion es falsa).

Los operadores de comparacion en Python se expresan
de la siguiente manera:

e igual que a == b;

e 1o es igual que a! = b;

e menor que a < b;

e menor o igual que a <= b;
e mayor que a > b;

e mayor o igual que a >=b.

Los operadores l6gicos:
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e conjuncion and;
e disyuncién or;

e negacion not.

Los bloques de codigo en las estructuras de control se es-
criben con sangria. La estructura condicional se usa en las

operaciones de decision. En Python tiene la forma:

if condicion:

grupo de ordenes
else:

grupo de ordenes

Ejemplo 2. Escriba un cédigo para elegir el menor de 2

numeros.
Resolucion

Algoritmo 1.2 Estructura condicional

#asignaciéon de valores

X = 2
y =4
if x < y:

print (’El nimero menor es:

else :

print ("El nimero menor es:
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A veces es necesario ejecutar un bloque de cédigo si una
de varias condiciones se cumple. En este caso se usan las
estructuras condicionales en cascada las cuales tienen la

siguiente forma:

if condicion 1:
grupo de ordenes

elif condicién 2:

grupo de ordenes
elif condiciéon 3:

grupo de ordenes
else:

grupo de ordenes

Ejemplo 3. Escriba un cédigo para determinar en que
cuadrante se encuentra un punto ingresado por teclado.
Resolucion
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Algoritmo 1.3 Estructura condicional en cascada

x, v = int (input()), int(input())
if x> 0 and y > 0:

print ("primer cuadrante")
elif x < 0 and y > O0:

print ("segundo cuadrante")
elif x < 0 and y < O:

print ("tercer cuadrante")
elif x > 0 and y < O:

print ("cuarto cuadrante")
else:

print ("P se encuentra en los ejes...
o en el centro de coordenadas.")

Las estructuras de control de repeticion ejecutan ciclica-
mente un grupo de érdenes segin ciertas condiciones. La
estructura de repeticiéon while tiene la formas:

while condicién:
grupo de ordenes

Ejemplo 4. Escriba un cédigo para sumar los primeros 6
numeros naturales.
Resolucion
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Algoritmo 1.4 Estructura de repeticion "while’

numero, suma = 1, 1
while nimero <= 5:
nimero += 1
suma = suma + numero
print (f’La suma de los {ntmero}...
primeros ntmeros es {suma}’)

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

La suma de los
La suma de los
La suma de los
La suma de los
La suma de los

primeros numeros es 3
primeros numeros es 6
primeros numeros es 10
primeros numeros es 15
primeros numeros es 21

S O = W N

Las repeticiones también se puede implementar con los ci-
clos for. La diferencia con un ciclo while consiste en que en
el ciclo for se recorre los elementos de un objeto iterable!.
Una estructura de repeticion ’for’ tiene la forma:

).

for ’elemento’ in ’iterable
grupo de ordenes

Ejemplo 5. Escriba un coédigo para imprimir los elemen-
tos de la lista ["Ana’, 'Ben’, 'Ruth’, "Tom’].

'En python un objeto iterable puede ser una lista, tupla o un diccionario
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Resoluciéon

Algoritmo 1.5 Estructura de repeticion “for’

Estudiantes = [’Ana’, ’Ben’,’Ruth’, Tom’ |
for estudiante in Estudiantes:
print (estudiante)

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

Ana
Ben
Ruth
Tom

Determinacion del espacio muestral y los
eventos

El espacio muestral y los eventos como cualquier conjunto
se pueden determinar de dos maneras:

e Por extension o

e por comprension.

Un conjunto esta definido por extension si se enumeran sus

elementos. Por ejemplo el conjunto de los colores prima-
S|

rios’:

!Existen varios modelos de colores primarios: RYB, CMY, RGB.
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. /
A ={'rojo/ verde' azul'}
Para enumerar los elementos de un espacio muestral
dado por experimentos de tipo lanzamiento, por ejemplo
Y

monedas, dados etc., se puede usar una serie de ciclos for
anidados.

Ejemplo 6. Escriba un cédigo para determinar por enu-
meracion el espacio muestral del experimento que consiste
en lanzar una moneda dos veces.



1.2. PYTHON 21

Resoluciéon

Algoritmo 1.6 Enumeracion de conjuntos mediante ciclos
for

posibles = {’cara’,’cruz’}
espacio__muestral = set ()
for tirol in posibles:
for tiro2 in posibles:
salida = (tirol , tiro2)
espacio_muestral.add(salida)
print (espacio__muestral)

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

{(’cara’, ’cara’),
('cara’, ’cruz’),
(’cruz’, ’cruz’),
(’cruz’, ’cara’)}

Anélisis del cédigo

o {el, €2, ...} - define un conjunto por enumeracion;

« set() - crea un conjunto vacio;

e for x in X: - x toma los valores de X iterativamente;

e conjunto.add - anade un elemento a conjunto.



1.2. PYTHON 22

El espacio muestral en este ejemplo corresponde al pro-
ducto cartesiano! del conjunto original por si mismo. Por
ejemplo, en el lanzamiento de dos dados el producto carte-
siano es el siguiente:

Segundo lanzamiento
1 2 3 4 5 6
(L) (12) 13) 14 (15 (1.6)
(21) (22) (@3) 24 (25) (256)
3.1 3.2) B.3) B4 (35 (36)
41 (42) 43) 44 (45 (45
6.1 62) 63) 64 65) (5.6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5 (6,6)

Primer lanzamiento

D U Rk W N =

Cuadro 1.1: Producto cartesiano de un conjunto por si
mismo

Si se quisiera lanzar la moneda tres veces o mas veces
se podria usar mas ciclos for

for a in X:
for b in X:

for w in X:

'El producto cartesiano es el conjunto de todos los pares ordenados que se
pueden formar a partir de dos conjuntos.
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Sin embargo, no seria muy eficiente. Una forma mas con-
veniente es usar el modulo itertools.

Ejemplo 7. Escriba un cédigo para determinar por enu-
meracion el espacio muestral correspondiente al lanzamiento
triple de una pirinola de tres caras, cuyos rétulos son: ’A’,
‘B, 'C..

Resolucion

Algoritmo 1.7 Enumeracién de conjuntos con el médulo
itertools

from itertools import product

posibles = {’A’,’B’,’C’}

espacio__muestral = set(product(posibles ,
repeat = 3))

print (espacio__muestral)

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

{(7B7, 7B7’ 7B7) (7B7, 7C7’ 7B7)’
("C’, AT, CAY), (PC7, BT, AT,
(7A7’ 7A7’ 1&7)7 (7C77 7C7’ 7A7)’
(AT, CC, AN, (007, AT, O,
("C’, "B’, °C’), (CA’, "B, 'A’),
('B’, AT, CA’), (AT, AT, O,
("B, 'B’, A"), ('C7, "C7, C),
(7B7, 7C7’ 7A7)7 (7A7, 7C7’ 7C7)’
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("A’, 'B’, 'C’), ("B, "A’, C'),
("B, 'B’, 'C’), ("B, 'C’, C),
("C’, 'A’, 'B’), (’C’, 'B’, 'B’),
("A’, "A’, 'B’), (’C’, 'C’, "B,
("A’, 'C’, 'B’), ("B, A", 'B’),
("AT, BT, "B}

Analisis del cédigo

e from moédulo! import funcién - importa solo una fun-
ci6on de un modulo;

« itertools - moédulo que contiene funciones iterativas;

o product - funciéon que implementa el producto carte-
siano;

o repeat = n - establece las veces que se ejecuta 'pro-
duct’.

Ejemplo 8. Escriba un cédigo para determinar por enu-
meracion el espacio muestral del lanzamiento triple de un

dado.

'En Python existen muchos médulos. Los de uso més frecuente son Numpy,
itertools, matplotlib, etc.
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Resoluciéon

Algoritmo 1.8 Enumeracién de conjuntos con el médulo
itertools

from itertools import product

posibles = list (range(1,7))

espacio__muestral = set (product(posibles ,
repeat = 3))

print (espacio_muestral)

El resultado (fragmento) de la ejecuciéon de este coédigo

Analisis del cédigo
o list() - crea una lista! de elementos indexados;
e range(n) - crea una secuencia de nimeros de 0 a n-1.

Un conjunto esta definido por compresion, si sus elementos
se describen a través de propiedades que tienen en comun.

'En una lista se almacenan multiples elementos indexados.
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Los elementos que integran a un evento son aquellos
elementos del espacio muestral que satisfacen una condi-
ci6n C determinada, que en notacién formal se escribe!:

E = {Vx € 2 / x satisface C'} (1.2)

Por ejemplo, en el lanzamiento de un dado podria ser de
interés que el puntaje de salida sea menor que 4. Entonces
la expresion formal o definicién por comprension de este
evento es:

E={Vzen/z<4}

Ejemplo 9. Escriba un cédigo en Python para enumerar
el evento £/ = {puntaje menor que 4} a partir de su des-
cripcion formal en el lanzamiento de un dado.

Resolucion

Algoritmo 1.9 Determinaciéon de eventos por compren-
sién

espacio_muestral = set(range(1,7))
E = set ([x for x in espacio_muestral
if x < 4])

print (f'E = {E}\n")

'En la descripicién de conjuntos se usan los cuantificadores: V se lee ’para
todo’.
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El resultado de la ejecucion de este codigo es:
E={1, 2, 3}

Anélisis del cédigo

o print(f'"E = {E}\n") - imprime la salida con formato;
o {E} es el valor de la variable a mostrar y

e \n es un salto de renglén.

Ejemplo 10. Escriba un cédigo en Python para determi-
nar los elementos de un evento si debe cumplir la condicién
que la suma de los puntos en dos lanzamientos de un dado
no sea mayor que 7.

Resolucion

Algoritmo 1.10 Determinacién de eventos por compren-
sién

from itertools import product
posibles = list (range(1,7))

espacio__muestral = set (product(posibles ,..
repeat = 2))
E = set ([x for x in espacio_muestral ...

if sum(x) < 7])
print (E)
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El resultado de la ejecucion de este codigo es:

(2, 4), (1, 2), (2, 1), (1, 5), (3, 1),
(4, 1), (1, 1), (5, 1), (4, 2), (1, 4),
(2, 3), (3, 3), (2, 2), 3, 2), (1, 3)}

Anélisis del cédigo
e sum(x) - suma los elementos de un conjunto

Ejemplo 11. Determine los elementos de un evento si
debe cumplir la condicién que la suma de los puntos en
dos tiros sea multiplo de 3.

Resolucion

Algoritmo 1.11 Determinacion de eventos por compren-
sién

from itertools import product
posibles = list (range(1,7))

espacio__muestral = set (product(posibles ,..
repeat = 2))

E = set ([x for x in espacio_muestral ...
if sum(x)%3 = 0])

print (E)

El resultado de la ejecucion de este codigo es:
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Anélisis del cédigo

e a%Db - es el operador médulo que da como resultado
el residuo del cociente de a y b.

Ejemplo 12. Escriba un programa que calcule la probabi-
lidad de que el producto de los puntos de tres lanzamientos
de los dados sea menor que 50.

Resolucion

Algoritmo 1.12 Determinacion de eventos por compren-
sién

import numpy as np
from itertools import product
posibles = list (range(1,7))
espacio__muestral = set (product(posibles ;...
repeat = 3))
E = set ([x for x in espacio_muestral ...
if np.prod(x) < 50])
p = len(E)/len(espacio_muestral)
print (f'La probabilidad de que ocurra...
E es {p:.4f}")
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El resultado de la ejecucion de este codigo es:
La probabilidad de que ocurra E es 0.6944

Anélisis del cédigo

« numpy' - médulo de Python que permite realizar
calculos cientificos;

e np.prod - calcula el producto de los elementos de un
conjunto;

 len(E) - funcién que entrega el niimero de elementos
de un objeto;

o {p:.4f} - en la impresién con formato muestra la sa-
lida con cuatro cifras decimales.

1.3 Definiciones de probabilidad

Existen varias definiciones de probabilidad:
e clasica;

e geométrica;

'En Python es comtn referirse a los médulos importados con un alias: numpy
- np, itertools - it, matplotlib.pyplot - plt, etc.
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o subjetiva;

e frecuencial o frecuentista.

Probabilidad clasica

En los ejemplos resueltos hasta el momento se ha utilizado
la definicién clésica!l:

La probabilidad de que un evento ocurra es igual a la
razon entre el niumero de casos favorables al evento y el
numero total de los casos posibles.

Las siguientes propiedades de la probabilidad se derivan
de su definicion:

1. la probabilidad de un evento cierto es igual a uno;
2. la probabilidad de un evento imposible es cero;

3. la probabilidad de un evento aleatorio es un nimero
positivo entre cero y uno;

4. la probabilidad de que ocurran eventos que formen
un grupo completo? es igual a uno.

1La definicién cldsica de probabilidad se asocia con los trabajos de Jacob
Bernoulli y Pierre-Simon Laplace.

2Se dice que un grupo es completo o colectivamente exhaustivo si por lo menos
uno de los eventos ocurre cuando se realiza un experimento.
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Probabilidad geométrica

Es la probabilidad de que un punto golpee una region de-
terminada, como en el lanzamiento de un dardo.

Figura 1.2: Probabilidad geométrica

La probabilidad geométrica se calcula de la siguiente
manera;

5(f)
E)=—= 1.
Donde S(f) es el area a acertar y S(F') el area de la
region total.

Ejemplo 13. Se lanza desde lo lejos una piedra, que debe
caer en un circulo. Un cuadrado de 200 em? encierra al
circulo, cuya area es de 30 cm?. Determine la probabilidad
de acertar en el circulo.

Resolucion

La probabilidad de acertar en el circulo es el cociente
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entre las areas.

30
E)=_"=0.15

Probabilidad subjetiva

La probabilidad subjetiva es el grado de creencia personal
de que ocurra algun evento. El concepto de probabilidad
subjetiva se aplica en la teoria de toma de decision.

Ejemplo 14. Podemos mencionar los siguientes:
« la probabilidad de que Pedro llegue a ser presidente;
e la probabilidad de que llueva;
« la probabilidad de que la seleccién gane el mundial.

En cualquiera de estos casos si se pregunta a varias per-
sonas se obtiene distintas respuestas que estan basadas en
criterios subjetivos como gusto o disgusto.

Probabilidad frecuencial

La probabilidad frecuencial, frecuentista o empirica es la
probabilidad de que un evento ocurra en un niimero grande
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de ensayos. Se calcula como el cociente entre el nimero de
ocurrencias de un evento, n. y el nimero total de ensayos'
N en un experimento real.

p(E) = lim —= (1.4)

Ejemplo 15. Se lanza mil veces una moneda. En 300
lanzamientos sale cara. ;Cual es la probabilidad de que
salga cruz?

Resolucion

Definicién de evento:

FE = {sale ’cruz’}
El ntimero de ocurrencias de que salga 'cruz’ es:
N(E) = 1000 — 300

Por lo tanto,

700

B)= = _o.
P(E) = 1000 = 07

Ejemplo 16. Calculo de probabilidad frecuentista de una
moneda con sesgo?.

1La probabilidad frecuentista es el limite de la frecuencia relativa cuando el
nimero de experimentos tiende al infinito.

2Se dice que una moneda estd segada (con truco) si la probabilidad de que
caiga de un lado es mayor que la probabilidad que caiga del otro lado.
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Resoluciéon

Algoritmo 1.13 Calculo de la probabilidad frecuentista

import random as rd

d =["cara’, ’cara’,’cara’,’cara’, ' cruz’|
N e=20
n = 10000
for i in range(n):
if rd.choice(d) = ’cara ’:
N e+=1

print (f 'p(cara) es {N e/n:.4f}7)

El resultado de la ejecucion de este codigo es:
p(cara) es 0.8017

Andlisis del cédigo

e random - moédulo de Python que permite generar
numeros pseudoaleatorios y realizar acciones aleato-
rias, como elegir un valor aleatorio de una lista.

 rd.choice() - selecciona aleatoriamente un elemento
de una secuencia especificada.
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Figura 1.3: Probabilidad frecuentista

1.4 Técnicas de conteo

El cédlculo de la probabilidad de que ocurra un evento es
en esencia un conteo. En los casos hasta ahora vistos es-
tas cuentas no eran muy complejas y se podia enumerar
tanto el espacio muestral como los eventos. Sin embargo,
en la mayoria de casos reales enumerar los eventos resulta
muy complejo. Las técnicas de conteo son un conjunto de
métodos que permiten contar el nimero posible de orde-
namientos de los elementos de un conjunto y se basan en
dos principios:

o multiplicativo y

e aditivo.
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El principio multiplicativo

Si una actividad involucra varios pasos, donde el primer
paso se puede realizar de N; formas, el segundo paso de
N5 y el "'r'-ésimo paso de N, formas entonces la actividad
se puede realizar de N maneras:

N =N; X Ny x---X N, (1.5)

Ejemplo 17. Determine el nimero de formas en las que se
puede vestir un joven si dispone de dos pares de zapatos,
dos pantalones y tres camisas.

Resolucion

El niimero de formas se puede calcular mediante la
regla de la multiplicacion

N=2x2x3=12

El joven se puede vestir de 12 maneras diferentes.

Ejemplo 18. Escriba el codigo en Python para crear una
lista de las combinaciones posibles en las que se puede
vestir el joven del ejemplo anterior.
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Resoluciéon

Algoritmo 1.14 Determinaciéon de eventos por compren-
sion

from itertools import product
camisas = {’cl’,’¢c2’,’¢c3’}
pantalones = {’'pl’, 'p2’}
zapatos = {’z17,'22"}
espacio_muestral = set (product (camisas ,...
pantalones , zapatos))
for combinacion in espacio muestral:
print (combinacion)

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

(7e37,'pl?,7227) (Tcl’ ) pl’ ) 7z1")
("cl’,’p27,72z17) ("c2’,'pl’, 22")
(7¢37,’p27,72z17) (Tcl’,’p2’,722")
("el’, pl’, 22°) (7e27,7p27, 21")
(7e37,'p27,7227) (7c27,'p2’,722")
(7e37,7pl7,72l7) (c27,7pl’, 7zl




1.4. TECNICAS DE CONTEO 39

El principio aditivo

Si existen varias alternativas A; de elegir un objeto y en
cada una de estas hay a su vez N (A;) opciones el nimero
total de formas de elegir el objeto es la suma del niimero
de posibilidades de cada alternativa.

N =Y N(4) (1.6)

Ejemplo 19. Determine el nimero de formas en las que
se puede comprar una computadora. Existen tres mar-
cas disponibles en el mercado. La primera marca ofrece
computadoras de 14" con disco duro o disco sélido. La
segunda marca ofrece computadoras de 11", 14" y 16" con
y sin pantalla tactil y la tercera marca ofrece todas las
variantes mencionadas.

Resolucion

El niimero de formas posibles en la compra de la com-
putadora de la primera marca se puede calcular mediante
la regla de la multiplicacion

N(A)=1x2=2

Si se compra de la segunda marca

N(A)=3x2=6
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y si se compra de la tercera marca

N (A3) =3x2x2=12

El nimero total de alternativas es

N=2+6+12=20

Combinaciones y permutaciones

En muchos casos es necesario reordenar aleatoriamente los
elementos de un conjunto, como el caso del barajado de
cartas antes de un juego de azar. Supongamos que se debe
reordenar solo tres cartas de corazones no 'barajadas’

{/,Q, K}

Ordenar estas cartas es como colocarlas en tres casillas
vacias. Para llenar la primera casilla se tiene tres alterna-
tivas. Para llenar la segunda casilla se tiene 2 alternativas,
en vista de que ya se usé una carta. Finalmente para la 1l-
tima casilla solmente se tiene una alternativa. De acuerdo
al principio de multiplicacion el niimero total de alternati-
vas es:

N=3x2x1=6
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En términos generales la expresién anterior se puede
escribir como:

nl=nxn—-1)xn—-2)x---x2x1x0  (1.7)

n! es el factorial de un ntmero®.

Ejemplo 20. Escriba un cédigo para barajar tres cartas
de corazones. Las cartas son {J,Q, K}
Resolucion

Algoritmo 1.15 Ordenamiento de elementos de un con-
junto

import itertools as it

elementos =["J", 'Q, 'K’]

for permutacion in ...

list (it .permutations(elementos)):
print (permutacion)

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

(7J7’ 7Q7’ 7K7)
(7J’7 7I<’7 ’Q,)
(7Q77 7{]7) 7K7>
(,Q’7 7K’? ’J7)
(K, 0, Q)
(K, Q)

'Por definicién el factorial de 0 es igual a 1.
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Anélisis del cédigo

« permutations() - forma los ordenamientos posibles,
sin elementos repetidos.

Una permutacién! es un arreglo ordenado de elementos

tomados de un conjunto. El ntimero posible de permuta-
ciones de r elementos tomados de un conjunto de n ele-
mentos se halla mediante la expresion matematica:

n!
Pt =" 1.8
"o(n—r) (18)
Si el nimero de elementos a ordenar coincide con el
nimero de elementos del conjunto original entonces el niimero

de permutaciones es igual al factorial.

Ejemplo 21. Determine el nimero posible de permuta-
ciones de 3 elementos tomados de un conjunto de 7 ele-
mentos.
Resoluciéon
El niimero de permutaciones posibles se obtiene direc-
tamente de la ecuacién 1.8
7 7!

BT

7x6x5H x4l
b= 4!

!Existen registros de que 1000 a. C, en China, se conocia la permutacién.

=210
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Ejemplo 22. Determine el nimero posible de cédigos de
seguridad de cuatro digitos que se pueden formar con los
digitos del 0 al 9 sin que estos se repitan.

Resolucion

Como los digitos no se pueden repetir entonces la tarea
es encontrar el nimero posible de formas de seleccionar 4
elementos de entre 10.

puo_ 10!

L (10 —4)!

10 x 9 x 8 X 7 x 6!
plo X ><6' X 7 X

Se pueden formar 5040 codigos diferentes.

Ejemplo 23. El horario de un colegio tiene 5 horas académi-
cas. Determine la cantidad de alternativas posibles de
elaboracion de este horario si un curso tiene 11 asigna-
turas.

Resolucion

El nimero de alternativas posibles corresponde al niimero
de permutaciones de 5 elementos tomados de 11.

11!
(11 — 5)!

11%10%x9 %8 % 7 x 6!
6!

1 _
Py =

1 _
P =
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El horario se puede elaborar de 55440 formas diferentes.

Ejemplo 24. Determine el nimero de formas que se pueden
sentar 4 personas en una mesa de cuatro puestos.
Resolucion
En este caso se toman todos los elementos del conjunto
original. Por lo tanto, el nimero de alternativas posibles
corresponde al factorial del niimero.

4 4 x3x2x1x0!
(4—4) 0!

Son 24 alternativas posibles.

Pl =

Las permutaciones son arreglos ordenados. Ahora veé-
mos el caso de que el arreglo no sea ordenado. Llene-
mos una bolsa opaca con tres letras tomadas del conjunto
{A, B,C, D}. ;De cuantas formas diferentes se puede llenar
la bolsa?

"ABC[ABD [ ACD [ BCD |

Cuadro 1.2: Alternativas de llenado de la bolsa

Como el arreglo no es ordenado da lo mismo en que
posicion vaya una letra. Por lo tanto, todas las formas
siguientes son equivalentes.
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ABC
ACB
BAC
BCA
CBA
CAB

Cuando en el arreglo no importa el orden se llama combi-
nacion. El nimero de combinaciones posibles de n objetos
tomados en grupos de r elementos es:

Formas equivalentes

cno " (1.9)
Tl (n =) '
Ejemplo 25. Determine el namero posible de combina-
ciones de 8 elementos tomados en grupos de 4.
Resolucion
El ntmero posible de combinaciones se obtiene apli-
cando la ecuaciéon 1.9:

8!

8 _
Ci= 41(8 — 4)!

o8 _ 8 x 7x6x5 x4l
P Ax3x2x 1! x4l
El ntimero posible de combinaciones es 70.
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Ejemplo 26. La estanteria de una biblioteca tiene 23 li-
bros: 10 de ciencia ficcion y 13 de arte contemporaneo.
.. De cuantas maneras se pueden tomar dos libros del mismo
género literario?

Resolucion

Al elegir los libros solamente interesa el género; el orden
no es relevante y por lo tanto, el nimero de alternativas
de acuerdo al principio de adicion es:

N =0 +Cy?

C39 es el ntimero de alternativas de elegir dos libros de
ciencia ficcién,

C3? es el niimero de alternativas de elegir dos libros de
arte contemporaneo.

RS N 13!
S 21(10—2)!  2!1(13 - 2)!

10 x9x8 13 x12x 11!
N = +
2! (8)! 2! (11)!

N =45+4+78 =123

Son 123 alternativas posibles.
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Ejemplo 27. Escriba un coédigo que genere las permuta-
ciones del conjunto A = {1, 2, 3} y las combinaciones tomando
dos elementos a la vez.

Resolucion

Algoritmo 1.16 Combinaciones y permutaciones

import itertools as it
A=[1, 2, 3]
perm = it .permutations(A)
comb = it.combinations (A, 2)
print (’Las permutaciones de’, A,
for i in list (perm):
print (i)
print ('Las combinaciones de’, A, ...
"tomando 2 elementos son:’)
for i in list (comb): print (i)

"son: )

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

Las permutaciones de [1, 2, 3] son:

(1, 2, 3)
(1, 3, 2)
(2, 1, 3)
(27 37 1)
(3, 1, 2)
(37 27 1)
Las combinaciones de [1, 2, 3] tomando
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2 elementos son:
(1, 2) (1, 3) (2, 3)

Ejemplo 28. Escriba un cédigo en Python para calcular el
numero de permutaciones y combinaciones de 2 elementos
tomados de un conjunto de 10 elementos.

Resolucion

Algoritmo 1.17 Combinaciones y permutaciones

import math

p = math.perm (10,2)

¢ = math.comb(10,2)

print (f’El nimero de permutaciones de 2...
elementos tomados de 10 es {p}’)
print (f "El nimero de combinaciones de 2...
elementos tomados de 10 es {c}’)

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

El ntimero de permutaciones de 2 elementos
tomados de 10 es 90
El nimero de combinaciones de 2 elementos
tomados de 10 es 45
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Ejemplo 29. Se requieren estudiantes destacados para
dictar clases de tutorias: 4 estudiantes de fisica, 6 estu-
diantes de quimica y 3 para clases generales. Entre los
cursos avanzados hay 6 estudiantes de fisica y 8 de quimica.
. De cuantas formas se pueden seleccionar a los tutores?

Resolucion

El nimero de alternativas para elegir a 4 tutores de
fisica es:

6!
1=G 41 (6 — 4)! °
El namero de alternativas para elegir a 6 tutores de quimica
es:
8!
No=C§ = =28
27 60T 61 (8—6)!

Para las clases generales se seleccionan 3 estudiantes de 4
disponibles, por lo tanto el nimero de alternativas es:

4!

_ 4 _
N3_C3_3!(4—3)!_

4

De acuerdo al principio de la multiplicacién el nimero total
de alternativas es:

N:N1><N2><N3

El célculo se puede hacer en Python
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Algoritmo 1.18 Ejemplo 29

from math import comb

¢ = comb (6 ,4)*comb(8,6)*comb(4,3)
print (f ’El nimero de combinaciones...
posibles es {c}’)

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

El ntiimero de combinaciones posibles es 1680

Ejemplo 30. Una urna contiene 8 bolas blancas, 4 ne-
gras y 7 rojas. Se extraen 3 bolas al azar. Encuentre la
probabilidad de sacar al menos 1 bola roja.

Resolucion

La condicion es que se saque al menos una bola roja
entonces las siguientes son alternativas validas:

RCC RRC RRR

R - bola roja

C - bola no roja

De acuerdo al principio de adicién el nimero total de
alternativas es

N (E) = N (RCC) + N (RRC) + N (RRR)
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Encontrar el nimero de alternativas de sacar una bola roja
y dos de otro color es equivalente a seleccionar una bola
roja entre 7 y dos bolas de otro color entre 12 y luego por
el principio de la multiplicacién se tiene:

N (RCC) = CT x O
7! 12!

NRCC) =77 29y X araz—ap %6
Las otras variantes son:
N (RRC) = O3 x C}?
7! 12!
= = 252
N(RRC) = o =0y “ iz =11~ 2
N (RRR) = O3 x C}*
! 12!
N (RRR) ! 35

37 —3) C o012 —0)

El niamero total de alternativas es:
N (E) = 462 + 252 + 35 = 749

El nimero de alternativas de sacar tres bolas de la urna

es:
19!
NQ)=0CP=_—""__ =969
() =G 31(19 — 3)! %0
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La probabilidad de sacar al menos una bola roja de la urna
es:

_ N(E)
p(E) = W
p(E) = ;463 — 07730

Este resultado se lo puede verificar en Python

Algoritmo 1.19 Ejemplo 30

from math import comb

cl = comb(7,1)xcomb(12,2)
c2 = comb(7,2)xcomb(12,1)
c3 = comb(7,3)*comb(12,0)

¢ = cl+c2+c3

N = comb(19,3)

print (f 'p(E) es {c¢/N:.4f}")

El resultado de la ejecucion de este codigo es:
p(E) es 0.7730

Ejemplo 31. Determine la probabilidad de sacar no mas
de dos bolas rojas de la urna mencionada en el ejemplo
anterior.

Resolucion
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En este caso las alternativas validas son las siguientes:

CCC RCC RRC

N (CCO) = Cf x C3?
7! 12 x 11 x 10 x 9!

NOCO) =Gn * aia sy~ 2
N (RCC) = O7 x C¥
7 12!
N(RCO) =417 —9y X o — gy — 462
N (RRC) = Cj x C{?
| 12!
N(RRC) = —' — 959

20 (7—2) " 112 - 1)

El niimero total de alternativas es:
N (E) =220 + 462 + 252 = 934

Por lo tanto, la probabilidad buscada es:

934
E)= """ =0.964
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o4

Ejemplo 32. Escriba un cédigo para calcular la probabi-

lidad frecuentista del ejemplo 30.
Resolucion

Algoritmo 1.20 El problema de las urnas

import numpy as np, random as rd

urna = {}
for i in range(19):
it 1 < 8:
urna|[i] = ’blanca’
elif i > 7 and 1 < 12:
urna[i] = ’negra’
else:

urna[i] = ’‘roja’

N, NE = 100000, O
for i in range(N):
Ist = []

for i in range(3):

Ist .append (urna|[rd.rand
Ist = np.array(lst)
blanca = sum(lst = ’blanca
negra = sum(lst = ’'negra’)
roja = sum(lst = ’roja’)
if roja > 0:

NE+=1

print ('La probabilidad de E es

int (0, 18)])

)

", NE / N)
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El resultado de la ejecucion de este codigo es:
La probabilidad de E es 0.74709

Anélisis del cédigo

urna = {} - crea una lista vacia para almacenar los
elementos de la urna.

el primer ciclo for - llena la urna con las bolas de
distintos colores.

N = 100000 - establece el nimero de simulaciones a
realizar.

N E =0 - inicia el contador de ocurrencias del evento
E.

segundo ciclo for - cuenta el nimero de ocurrencias
de E.

Ist.append (urna|rd.randint (0, 18)]) - realiza la selec-
ciéon aleatoria de las bolas de la urna.

Permutacién y combinacién con repeticion

En los ejemplos anteriores se analizé el caso en que los ele-
mentos del conjunto a ordenar son distintos. ;que pasaria



1.4. TECNICAS DE CONTEO 56

con las permutaciones y combinaciones en el caso de que
se repitan los elementos?

Ejemplo 33. Escriba un cédigo para investigar si las per-
mutaciones del conjunto A = {'a',/d’,/ a1’} se repiten
y en caso de hacerlo indique cuantas veces.

Resolucion

Algoritmo 1.21 Permutacién con elementos repetidos

import itertools as it
from collections import defaultdict
i=0
E=["a’,’a’,’a’,’b’,’b’]
ponderado = defaultdict (int)
for permutacion in ...
it .permutations (E):
ponderado [ permutacion] 4= 1
print (f"Ocurrencia de las permutaciones:")
for permutacion, count in...
ponderado . items ():
print (f"La permutacion {permutacion }...
ocurre {count} veces")
i +=1
print (f"Se repiten {i} permutaciones")

El resultado de la ejecucion de este codigo es:
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o7

Ocurrencia de las
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permutaciones :
'b’,’b’) ocurre 12
"a’,’b’) ocurre 12
'b’,’a’) ocurre 12
"a’,’b’) ocurre 12
'b’,’a’) ocurre 12
"a’,’a’) ocurre 12
"a’,’b’) ocurre 12
'b’,’a’) ocurre 12
'a’,’a’) ocurre 12
'a’,’a’) ocurre 12

e replten 10 permutaciones

veces
veces
veces
veces
veces
veces
veces
veces
veces
veces

Anélisis del cédigo

e collections - es un moédulo que proporciona estruc-
turas alternativas de agrupamiento.

diccionario - es una estructura de agrupamiento que

permite expresar de forma concisa los datos.

Los

elementos del diccionario se presentan en pares. Por
ejemplo, £ = {'d’ : 3,V : 2} donde el primer elemeno

" es la clave y el segundo elemento 3 es el valor.

defaultdict - es un contenedor del mdédulo colecciones.
A diferencia de los diccionarios defaultdict no genera

un mensaje de error si la clave no esta presente.
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o primer ciclo for - crea la permutacién de E; la usa
como clave para ponderado e incrementa el respec-
tivo valor cada vez que ocurre una permutacion es-
pecifica.

« segundo ciclo for - cuenta las ocurrencias de las per-
mutaciones.

e items() - se usa para devolver una lista con todas las
claves del diccionario con valores.

o count() - devuelve el nimero de elementos de un
valor especificado.

Si algunos de los objetos son idénticos, la permutacién y la
combinacion se transforman en un problema de seleccion
con repeticion.

Si el primer elemento del conjunto a ordenar se repite nq
veces, el segundo ny veces, ... y el dltimo se repite n,, veces
entonces el nimero de permutaciones de los elementos es:

P'fl
P = L 1.10
n1,n2, - Mim nl! X n2! X oo X nm! ( )

El niimero de total de elementos es

n=>yn;

Es importante notar que en la ecuacién 1.10 se deben
tomar todos los elementos del conjunto original.
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Ejemplo 34. Determine la cantidad de nimeros de 9 cifras
que se pueden formar a partir del conjunto

A=1{2,2,2,3,3,3,3,4,4}

Resolucion

El primer elemento se repite 3 veces;

el segundo 4 veces y

el tercero 2 veces.

El niimero de permutaciones sin repeticion es:

99

9 9
3427 31 % 4] x 2
Ox 88X 7x6x5Hx4l

P, = =12
3,4,2 6 x 4! x 2 60

El nimero de combinaciones de un conjunto A de n ele-
mentos tomados en grupos de k elementos (k < n) cuando
se puede repetir los elementos de A, se calcula mediante la
expresion:

(n+k—1)!
k! (n—1)!
Dos combinaciones con repeticién se consideran idén-

ticas si tienen los mismos elementos repetidos el mismo
nimero de veces, independientemente de su orden.

CR} =

(1.11)
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Ejemplo 35. Determine el niimero de variantes posibles
de helados de cono de tres sabores. El heladero dispone
de tres sabores de helado: chocolate, limon y vainilla y los
clientes pueden repetir los sabores.
Resolucion
Este es un problema de combinacién con repeticion
n=3yk=3.
El nimero de alternativas es entonces:
3+3-1)!
31(3—1)!
5 x4 x 3l

Chiy == — 10

ORI =

Ejemplo 36. Escriba un codigo para listar las distintas al-

ternativas de seleccionar un cono de helado de tres bolas si

hay disponibles tres sabores {’chocolate’) limon', vainilla'}.
Resoluciéon

Algoritmo 1.22 Listado de alternativas de conos de
helado

import itertools as it
sabores = [’chocolate ’,’limon’,’ vainilla 7]
for i in...
it .combinations with replacement (sabores ,3):
print (i)
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El resultado de la ejecucion de este codigo es:

9

chocolate
chocolate
chocolate
chocolate

(
(
(
(
(’chocolate
(
(7
(7
(7
(

Y
Y

Y

"chocolate
hmon :

limon ",
vainilla

Y Y

Y

J

Y

J

)

9

Y

J

)

9

Y

)

"limon 7,
"limon 7,
"vainilla 7,
"vainilla

"chocolate
"chocolate
"chocolate ’

"limon 7,
713 9

limon ",
"vainilla

J

9

9

Y

Y

Y

"chocolate ")
"limon ")
"vainilla )

limon ")
"vainilla )

Y

Y

Y

"vainilla )
"limon ")

"vainilla 7)
"vainilla )

Y

"vainilla 7)




Capitulo 2

Probabilidad

condicional y
teorema de Bayes

2.1 Operaciones con eventos

El espacio muestral, los eventos y sus relaciones se pueden
representar convenientemente mediante los diagramas de
Venn. En estos diagramas el espacio muestral {2 esta re-
presentado por el conjunto de puntos, que se encuentran
en el interior de una determinada figura geométrica, por lo
general un rectangulo. Los eventos F; se representan como
figuras de menor o igual tamano que €2.

Dado los eventos Ej, Ey y el espacio muestral ) se

62
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pueden realizar las siguientes operaciones:

o la diferencia de dos eventos es el subconjunto del
espacio muestral que contiene a los elementos de Ej
que no se encuentran en Fs:

El—EQZ{x/IEElAI¢E2}

Q

Figura 2.1: Diferencia de eventos

Si By ={a,b,c,d} y Es = {a,e,i,0} entonces
By — By = {b,c,d};
e el complemento de un evento es el subconjunto de

todos los elementos del espacio muestral €2, que no
pertenecen a E:

EC=Q—-FE={x/x€QNx¢FE}
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Figura 2.2: Complemento de un evento

Si Q = {a,e,i,0,b,c,d} y E = {a,e,i,0} en-
tonces

E¢={b,c,d};

e la unién de dos eventos es el subconjunto del espacio
muestral que contiene a los elementos de E; y FEj,
pero sin repetir los elementos:

FiUE, = {LC/.CC S \/EQ}
Si By ={a,b,c,d} y Ey = {a,e,i,0} entonces
FyUEy ={a,b,c,d,e,i,o};
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Figura 2.3: Unién de dos eventos

e la interseccion de dos eventos es el subconjunto del
espacio muestral que contiene a aquellos elementos
que pertenecen tanto a E; y a FEjs:

ElﬂEQZ{ZU/SCGEl/\EQ}

Figura 2.4: Interseccién de dos eventos

Si By ={a,b,c,d} y Ey = {a,e,i,0} entonces
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EyN Ey ={a};

Las siguientes definiciones son aplicables a los eventos:

e Fy y Ey son mutuamente excluyentes si no pueden
ocurrir al mismo tiempo. Si uno de los eventos ocurre,
el otro no puede ocurrir, y viceversa. En el lanza-
miento de una moneda solo puede salir cara o cruz,
pero no ambas;

e Un conjunto de eventos son colectivamente exhaus-
tivo si su unién da como resultado el espacio mues-
tral, BFyUFE;U---UE, = Q.

o FE,y E5sonindependientes si al ocurrir uno no afecta
la ocurrencia del otro.

Figura 2.5: E; y EF3 son mutuamente excluyentes, pero no
El y EQ.
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Ejemplo 37. Escriba un cédigo para enumerar los ele-

mentos del complemento de F = {los multiplos de 3} si el

espacio muestral son los nimeros entre 1 y 17.
Resolucion

Algoritmo 2.1 El complemento de un evento

e_muestral= set ([x for x in range(1,18)])
E = set ([x for x in e_muestral if x%3==0])
print (f"El espacio muestral es:...

{e_muestral}\n El evento E es: {E}\n...
El complemento de E es:{ e_muestral-E}")

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

El espacio muestral es:

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,
13, 14, 15, 16, 17}

El evento E es:

{3, 6, 9, 12, 15}

El complemento de E es:

{1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17}

Ejemplo 38. Escriba un c6digo para enumerar los elemen-
tos de la unién de los eventos E; = {los multiplos de 3}
y Ey = {los multiplos de 2} si el espacio muestral son los
numeros entre 1 y 10.
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Resoluciéon

Algoritmo 2.2 Unién de eventos

E 1 = set([x for x in range(1,11)...
if x%3==0])

E 2 = set ([x for x in range(1,11)...
if x%2==0])

print (f’'E 1 ={E_1}")
print (f’'E 2 = {E_2}")
print(f’E 1 UE 2= {E 1|E 2 }")

El resultado de la ejecucion de este codigo es:
{9, 3, 6}

= {2, 4, 6, 8, 10}

UE 2= {2, 3, 4, 6, 8, 9, 10}

E 1
E 2
E 1

Ejemplo 39. Escriba un cédigo para enumerar los elemen-
tos de la interseccién de los eventos Fy = {los miltiplos de 3}
y Ey = {los multiplos de 2} si el espacio muestral son los
numeros entre 1 y 10.
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Resoluciéon

Algoritmo 2.3 Interseccion de eventos

E 1 = set([x for x in range(1,11)...
if x%3==0])
E 2 = set ([x for x in range(1,11)...
if x%2==0])
print (f’'E_1 = {E_1}")
print (f'E_ 2 = {E_2}")
print (f ’La interseccion de E 1 y E 2 =...
{E_1&E 2 }7)

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

E1=1{9, 3, 6}
E2={2, 4, 6, 8, 10}
La interseccion de E 1y E 2 = {6}

Propiedades de las operaciones con even-
tos.

Propiedad conmutativa
e FTUEy=FEyUE;

e I'NEy=ENE
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Propiedad asociativa

o« (E1UES)UEs;=FEU(FEyULE3)

e (E1NEy)NE;=FEN(EyNE;)
Propiedad distributiva

« ByN(Ey,UE;) = (EyNEy) U (BN E;)

« FyU(EyNE;) = (EyUEy)N (B, U E;)
Propiedades de la diferencia de conjuntos

e I —FEy,=FE NES

e (E1NEy) — FE3=(FEy— E3)N(FEy — E3)

o E1N(Ey— E3)=(E1NEy)— (EyNE3)
Las leyes de Morgan

e (F1UEy)"=FE{NES

e (F1NEy)"=FE{UES

Ejemplo 40. Un conjunto de personas son simpatizantes
de los equipos A, B y C de la localidad. A partir del si-
guiente diagrama de Venn determine lo siguiente: el nimero
total de aficionados, el nimero de simpatizantes de cada
equipo, el nimero de personas que siguen a los equipos A
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y B, B y C; y el nimero de personas que siguen a A y B
pero no a C. Se denota con Fy, Fy y E3 a los equipos A,
B y C respectivamente.

Q

Resolucion

El nimero total de aficionados es la suma de las per-
sonas que muestra el diagrama en cada uno de los subcon-
juntos:

NQ)=2+44+24+5+7+1+2=23
El niimero de aficionados del equipo A es:
N(FE)=2+4+2+5=13
El ntimero de aficionados del equipo B es:

N(Ey)=2+5+14+2=10
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El ntimero de aficionados del equipo C es:
N(E3)=4+2+7+1=14

El niimero de personas que siguen a los equipos A y B

es:
N(E\NE) =5+2=7

El ntimero de personas que siguen a los equipos By C

€S
N(E;NE3)=2+1=3

El niimero de personas que siguen a los equipos A y B
pero no a C es:

N((ByNEy) —F3)=T7T—-2=5

En el ejemplo anterior se observa que si dos eventos Fy
y E5 no son mutuamente excluyentes la cardinalidad de su
unioéon es:

N(E1 U EQ) = N(El) + N(EQ) — N(El N EQ) (21)

Ejemplo 41. Diecisiete jovenes practican deportes después
de sus clases. Se sabe que 8 de ellos juegan voleibol, 3
juegan futbol y voleibol, 12 juegan fuitbol y basketbol, 6
juegan basketbol y voleibol; y 3 juegan los tres deportes.
Use un diagrama de Venn para determinar el nimero de
estudiantes que juega cada deporte.
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Resolucion

Denotemos el hecho de que los estudiantes practican
un tipo de deporte de la siguiente manera:

FEy = {juega futbol}

E5 = {juega voleibol}

FEs3 = {juega basketbol}

De las condiciones del ejemplo se puede escribir que:

N (Q) =17

N (E;) =8

N (B, NE,) =3
N (E, N Ej) = 12
N (Ey N By) =

N(EitNEyNE;) =3
Entonces se puede deducir que

N ((Ey N Es) — (B, N EyN Es)) =9
y que

N ((ByN Es) — (By N By N Es)) = 3
y que

N (BN Ey) — (BN EyN Es)) =0

Con esta informacion se completa el diagrama de Venn
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Q=17

Figura 2.6: Ilustracion del ejemplo 41

Entonces:

el nimero de estudiantes que juegan fatbol es 12;

el nimero de estudiantes que juegan voleibol es 8 y
el nimero de estudiantes que juegan basketbol es 15.

Ejemplo 42. Se sabe que de 53 turistas 25 han visitado
Cuenca, 35; Banos de Agua Santa y 10 no fueron a ninguna
de las dos ciudades. Determine el nimero de personas que
han visitado ambas ciudades.

Resolucion

Definamos los eventos

FE, = {han visitado Cuenca};

Fy = {han visitado Banos de agua santa};

F1 U Ey = {asistieron a alguna de las dos ciudades};

N (E1 U Ey) =53 — 10 = 43.

Los datos los podemos expresar en forma tabular
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| B [ B | ¥ |
Es a b c
ES d e f
> g h 7

La casilla a - corresponde al nimero de turistas que
han visitado ambas ciudades: E; N Ej;

La casilla b - los que han visitado Banos, pero no Cuenca:
Ef N EQ;

La casilla ¢ - los que han visitado Banos: FEs;

La casilla d - los que han visitado Cuenca, pero no
Banos: Ej N ES;

La casilla e - los que no han visitado ni Cuenca ni
Batios: BN ES;

La casilla f - los que no han visitado Banos: Ef;

La casilla g - los que han visitado Cuenca: FEfj;

La casilla h - los que no han visitado Cuenca: EY{y

La casilla i - el nimero total de turistas.

Después de estas definiciones se puede llenar el cuadro

| B | B ] v ]
Es 17 18 35
ES 8 10 18
> 25 28 53

El nimero de personas que asistieron a ambas ciudades
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es 17. Esto se puede corroborar aplicando la ecuacion 2.1
N(EyUEy) = N(Ey) + N(Es) — N(Ey N Ey)

43 =25+ 35 — N(E) N Ey)
N(E, N Ey) =17

2.2 La probabilidad marginal

La probabilidad marginal es la probabilidad de que ocurra
un solo evento independientemente de otros eventos. En
el ejemplo anterior la probabilidad marginal de que algin
turista tomado al azar haya visitado Cuenca es p(E;) =
2 =0.714.

Ejemplo 43. De un grupo de 7 estudiantes que asisten
a tutorias: 5 asisten a clases de fisica, 4 a quimica y 2 a
ambas. Determine las probabilidades marginales de que
un estudiante estudie fisica y de que estudie quimica.

Resolucion

Definimos los eventos:

FEy = {estudia fisica};

Fy = {estudia quimica};

Se presentan los datos en forma tabular



2.3. LA PROBABILIDAD CONDICIONAL 77

| B | B ] v ]
Es 2 2 1
ES 3 0 3
> 5 2 7

Del cuadro se deduce que las probabilidades marginales
son:

p(E) =2==0.714

p(BEs) = - = 0.571

| > =3 Ot

2.3 La probabilidad condicional

La probabilidad condicional es la probabilidad de que ocurra
un evento cuando se sabe que ocurre otro evento especifico.
La notacién de la probabilidad condicional es:

p (E1|Ea)

y se lee la probabilidad del evento 1 dado el evento 2, es
decir que ocurre el evento 2.

En el ejemplo anterior la probabilidad de seleccionar un
estudiante que estudie fisica sabiendo que estudia quimica
es:
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2

debido a que los estudiantes que estudian quimica son 4
y de entre ellos solo 2 estudian fisica. Por otro lado la
probabilidad de seleccionar un joven que estudie quimica
dado que estudia fisica es:

2
p(Es|Ey) = E = 0.4

2.4 La probabilidad conjunta

La probabilidad conjunta es la probabilidad de que dos
eventos sucedan al mismo tiempo. Matematicamente se
denota por p (E; N Es). En el ejemplo 43 la probabilidad
de seleccionar un joven que estudie ambas asignaturas es:

2

La probabilidad conjunta de que ocurran dos eventos se
puede calcular a partir de las probabilidades condicionales
y marginales de la siguiente forma:

p (E1 N Ey) = p(E1]Ey) p (Es) (2.2)

o también como:
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p(E1N Ey) = p(Ex|Er)p(EL) (2.3)

Ejemplo 44. Se fabrican juguetes en 2 lineas de produc-
cion L1 y L2. De 8 juguetes que produce L1 dos son de-
fectuosos, mientras que de 10 que fabrica L2 uno es de-
fectuoso. Determine la probabilidad de que al tomar un
juguete defectuoso de una bodega este sea fabricado por
L1.

Resolucion

Definamos los eventos:

FEy = {se fabrica en L1};

Fy = {se fabrica en L2};

E3 = {es defectuoso}.

Supongamos que se fabrican solo 18 juguetes para com-
pletar el cuadro de datos.

| B B [y |
Fs 2 1 3
ES 6 9 15
> 8 10 18

En el problema se pide calcular la probabilidad con-
junta p (E1 N Es).
De la tabla de datos se tiene que:

2
E F:) = —=0.111
p(ErN E3) 13 0
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De acuerdo a la ecuaciéon 2.2

p (BN E3) = p (L1 E3)p(E3)

La probabilidad marginal p (F3) = - = 0.167

La probabilidad condicional p (Ey|E3) = 3 = 0.667
Por lo tanto:

52 = 0.111

2
EiNE)=2x- =
PIEANE) = 5 X 5= 15

Ejemplo 45. En una heladeria se han agotado todos los
sabores menos vainilla y liméon. De 100 ninos que se acer-
can a comprar: 40 piden vainilla, 25 limén y 10 ambos
sabores. Si se elige un nino al azar determine la proba-
bilidad de que haya pedido: limén, vainilla o ambos, y la
probabilidad de haya pedido limén dado que ha pedido
vainilla y al contrario que haya pedido limén dado que ha
pedido vainilla.

Resolucion

Definamos los eventos:

F, = {pide vainilla};

FE> = {pide limén}.

Los datos los podemos expresar en forma tabular
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| B | B ] v ]
Es 10 15 25
ES 30 15 75
> 40 60 100

Probabilidades marginales:

40 2
E - =04
p(Er) = 00 5 Y
25 1
Ey)=—=—=0.2
p(B2) =155 =702
Probabilidades condicionales:
10 2
p(EL|E - =04
10 1
Es|F)=—=-=0.2
p(Es|Ey) 20 -1-0%
Probabilidad conjunta:
10 1
ENE —=0.1
p(EANEp) = 00 10 "

Ejemplo 46. Considerando el ejemplo anterior escriba un

codigo para determinar la probabilidad frecuentista de que

si un nino pide limén el segundo sabor sea vainilla.
Resolucion
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Algoritmo 2.4 Probabilidad condicional

import random as rd

muestra, N 1, N v, N vl = 1000, 0, 0, O

for i in range(muestra):
opl = rd.choice([’L’, '"V'])
op2 = rd.choice (['L’, "V’])

if opl = 'L’ or op2 = ’'L’:

N 14=1
if (opl 'L’ and op2 V) or...
(opl = 'V’ and op2 = 'L’):

N vl +=1

p = round(N_vl / N_1, 2)
print (f'La probabilidad de elegir ...

vainilla dado que elige limén es {p}.")

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

La probabilidad de elegir vainilla dado
que elige limén es 0.68.




2.5. EL TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL 83

2.5 El teorema de la probabilidad
total

Sea que el espacio muestral se puede descomponer en dis-
tintos eventos mutuamente excluyentes F; y ademas en el
espacio muestral esta definido un evento A como lo muestra
la siguiente figura 2.7 entonces la cardinalidad del evento
A esta dada por:

N(A)=N(ENA)+N(E;NA) 4+ N(EsNA)
y su respectiva probabilidad esta dada por:

N(ElﬂA)—f—N(EgﬁA)—f-N(E?)ﬂA)

p(A) = N ()

Eq

E:t nA

E2 nA E3 nA

Ez E3

Figura 2.7: Probabilidad total
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A la probabilidad de ocurrencia del evento A considerando
todos los demas eventos se le denomina probabilidad total
y en términos generales se escribe como:

p(A) = z p(E: N A) (2.4)

La probabilidad total relaciona las probabilidades marginales
con las probabilidades condicionales.

p (BN A) =p(AlE) p (E)
Por lo tanto,

n

p(A) = > p(AlE)p (E;) (2.5)

=1

Ejemplo 47. Se inspecciona tres grupos de puertas y se
encuentra que de 380 puertas del grupo A el 4% no cumplen
con las medidas nominales, del grupo B el 3% de 270 no
cumplen con las medidas nominales y del grupo C el 6%
de 350 son defectuosas. Si se elige una puerta al azar.
Determine la probabilidad de que esta sea defectuosa.

Resolucion

Definamos los eventos:

FEy = {pertenece al grupo A};

FEy = {pertenece al grupo B};

E3 = {pertenece al grupo C};

F = {la puerta es defectuosa}.
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El ntimero total de puertas inspeccionadas es:

N = 380 + 270 + 350 = 1000

Las probabilidades marginales son:

380
B) = 2 .
270
)= 2" —02
p(E2) = 1500 = 0-270
350
)= 2>

Las probabilidades condicionales son:
p (F|Ep) = 0.040

p(F|E,) = 0.030
p(F|Es) = 0.060

De acuerdo al teorema de la probabilidad total la proba-
bilidad de que la puerta seleccionada sea defectuosa es:

p(F) = z p(FIE)p(E)

p(F) = 0.040 x 0.380 + 0.030 x 0.270 + 0.060 x 0.350
p(F) =0.044
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2.6 El teorema de Bayes

Thomas Bayes propuso un método para calcular la proba-
bilidad condicional de un evento E respecto a otro evento
F' si se conoce las probabilidades de los eventos y la pro-
babilidad condicional de F' sabiendo que ha ocurrido E.
De la probabilidad conjunta de dos eventos se tiene:

p(ENF)=p(E|F)p(F)

p(ENF)=p(FIE)p(E)

Por lo tanto,

p(E|F)p(F)=p(F|E)p(E)

y de aqui se obtiene:

p(FIE)p(E)
p(F)

En términos generales, dado un niimero de eventos que
forman un grupo exhaustivo y considerando el teorema de
la probabilidad total, el teorema de Bayes se escribe de la
siguiente forma:

p(E|F) = (2.6)

p(F|E;)p (E;)

PBIE) = S ) p (B)

(2.7)
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Ejemplo 48. Una fabrica de papas fritas (chips) compra
papas a dos proveedores. Las papas deben tener un tamano
minimo caso contrario son consideradas de rechazo. En un
muestreo se determina que el porcentaje de papas recha-
zadas del primer proveedor es igual a 20%, mientras que
del segundo proveedor es el 10%. Si se sabe que al primer
proveedor se le compra cinco veces mas que al segundo,
determine la probabilidad de que al encontrar una papa
de rechazo en la linea de produccion esta sea del segundo
proveedor.

Resolucion

Definamos los eventos:

Fy = {comprada al primer proveedor};

Fy = {comprada al segundo proveedor};

F = {la papa es de rechazo}.

Las probabilidades marginales se pueden calcular a par-
tir de la cuota de cada proveedor. Si se supone que se
compra n kilogramos de papa

n =mniy+ no

ny - es la cantidad de kilogramos comprados al primer
proveedor;
ns - es la cantidad de kilogramos comprados al segundo
proveedor;
ny

5
F)=———=-=0.833
p( 1) n1+%n1 6
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1
p(Ea) =1-p(E)= ;=016

Las probabilidades condicionales de seleccionar una papa
de rechazo de un proveedor determinado son:

p(F|Er) = 0.2

p(F|Ey) = 0.1

La probabilidad total de seleccionar una papa de re-
chazo es:

p(F) = z p(FIE) p(E)

p(F)=0.833x0.2+0.167 x 0.1 = 0.183

De acuerdo al teorema de Bayes:

p(F|E>)p(Es)

p(Es|F) =
) = ()
0.1 x 0.167
Es|F) = —— =0.091

El teorema de Bayes generalmente se interpreta en tér-
minos de causa - efecto. Los eventos E; se consideran las
causas y el evento F'; el efecto. Un ejemplo de causa -
efecto puede ser el hecho de que un auto no enciende. Se
puede senalar las siguientes causas:
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« la bateria esta agotada;
e se agoto el combustible;
o hay un desperfecto eléctrico, entre otros.

Se intenta encender el auto y este no enciende. ;Cual es
la probabilidad de que el auto no encienda debido a que la
bateria esta agotada? El teorema de Bayes permite evaluar
la probabilidad de que la bateria sea la causa por la cual
no enciende el auto.

El teorema de Bayes también se interpreta en términos
de hipotesis. En este caso los eventos E; son las hipdtesis.
Por ejemplo, si se considera una enfermedad que afecta a
una poblacién y se toma una persona al azar se puede con-
siderar la hipodtesis de que esté enfermo o su complemento
de que se encuentre sano. En ausencia de evidencias esta
probabilidad se toma en funcién de la prevalencial. Es
decir en base a las estadisticas de la poblacion.

La determinacion de si una persona esta enferma o no
se afecta drasticamente con la aportacién de evidencias,
por ejemplo, la realizacion de una prueba de laboratorio.
Sin embargo, las pruebas de laboratorio no son perfectas?
y a pesar de que la prueba dé positivo no se tiene la certeza
de que la persona esté enferma.

'La prevalencia de una enfermedad es el ntimero de personas en un grupo
determinado que tuvieron la enfermedad en un momento especifico.
2Las pruebas pueden dar falsos positivos y falsos negativos.
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La informacion que se tiene antes de realizar la prueba
se llama ’a priori. Como resultado de la prueba se decide si
la persona seleccionada esta enferma con una probabilidad
"a posteriori’. Obviamente esta probabilidad esta mejorada
dada la aportacion de evidencia (la prueba). Con el ob-
jetivo de incrementar la certeza en la hipotesis se puede
realizar otra prueba. En este caso la probabilidad ’a pos-
teriori’ pasa a ser 'a priori’.

La probabilidad de que la persona esté enferma dado
que la prueba da positivo de acuerdo al teorema de Bayes
es:

p(FIE)p(E)
p(F)

e p(E|F) es la probabilidad ’a posteriori’;

p(E|F) =

e p(F) es la probabilidad ’a priori’;

o p(F) esla probabilidad total de que la evidencia sea
positiva y

e p(F|E) es la probabilidad de que la prueba de un
verdadero positivo!

Ejemplo 49. Una enfermedad afecta al 1% de la poblacién.
Las pruebas identifican correctamente al 90% de los casos

LA la probabilidad de dar un verdadero postivo se le llama sensibilidad de la
prueba y a la probabilidad de dar un verdadero negativo se la llama especificidad.
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positivos e identifican incorrectamente al 5% de los nega-
tivos. Se realizan varios test a una persona. ;Cual es la
certeza de que esta persona esté enferma después de cada
test si estos dan positivo?

Resolucion

De acuerdo al enunciado la prevalencia de la enfer-
medad es del 1%.

La sensibilidad es igual a 0.9 y

la especificidad es igual a 0.95.

Antes de realizar el primer test la certeza de que una
persona esté enferma es igual a la prevalencia.

Para calcular la probabilidad después del primer test
definamos los eventos:

FE = {esta enfermo};

F = {el test da positivo}.

Supongamos que se observan 10000 personas para com-
pletar el cuadro de datos.

El niimero de afectados entre la poblacién es:

N (E) = 0.01 x 10000 = 100

El ntimero de casos positivos detectados correctamente
por los test es:

N(ENF)=0.9x 100 = 90

El nimero de casos negativos detectados incorrecta-
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mente! por los test es:

N (E°N F) = 0.05 x 9900 = 495

| B 1 ]y
F 90 195 585
Fe 10 9105 | 9415
> 100 9900 | 10000

A partir del cuadro la certeza de estar enfermo si el test
da positivo es:

90
E|F)=—=0.154
Para calcular la probabilidad de estar enfermo después
del segundo test se debe considerar que el primer test di6

positivo y por lo tanto la poblacién analizada? es ahora
N (F) =585.

| B 1 B ] Y
F 81 2475 | 105.75
F 9 170.25 | 479.25
> 90 195 585

Lfalso positivo

2Para la explicacién se ha utilizado decimales a pesar de que el ntimero de
personas sea una cantidad discreta.
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A partir del cuadro la certeza de estar enfermo si el
segundo test da positivo es:

81
105.75
Después del tercer test la poblacion es N (F') =105.75

p(E|F) = = 0.766

| B 1 ] Y
F 72.9 121 | 7414
F 81 2351 | 3161
> 81 2475 | 105.75

A partir del cuadro la certeza de estar enfermo si el
tercer test da positivo es:

72.9
E|lF)=——=0.
p(EIF) =23y = 0983
Ahora verificaremos los céalculos utilizando el teorema
de Bayes:
p(F|E)p(E)
p(EF) =
(E|F) o (F)

Para el primer test:

p(F|E)=0.9

p(E)=0.01

p(F) =p(F|E)p(E) + p(F|E)p(E)
p(F)=0.9x0.0140.05 x (1—0.01) =0.0585



2.6. EL TEOREMA DE BAYES 94

0.9 x 0.01
p(E|F) = 0058 - 0.154
Para el segundo test:
p(F|E)=0.9
p(F)=0.154
p(F)=0.9x0.154 + 0.05 x (1 —0.154) = 0.1809
0.9 x 0.154
p(E|F) = 01809 0.766
Para el tercer test:
p(F|E)=0.9
p(F)=0.766
p(F)=0.9 x 0.766 + 0.05 x (1 — 0.766) = 0.701
0.9 x 0.766
p(E|F) = ool 0.983

Ejemplo 50. Escriba un c6digo en Python para determi-
nar el nimero de pruebas necesarias para tener una certeza
superior al 95% de que una persona se encuentre afectada
por una enfermedad si se sabe que la sensibilidad y la es-
pecificidad de las pruebas son 0.9 y 0.95 respectivamente
y la prevalencia de la enfermedad es del 1%.
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Resoluciéon

Algoritmo 2.5 Teorema de Bayes

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

prevalencia = 0.01

sensibilidad = 0.9

especificidad = 0.95

p=prevalencia

P=np.array ([])

while p<0.95:
ptotal=sensibilidadx*xp+...

(1—especificidad )*(1—p)
p=sensibilidadx*p/ptotal
P=np.append (P,p)

plt.plot(range(3),P)

plt.xlabel ("Ntmero de pruebas’

fontsize=14)

plt.ylabel ("Certeza de estar enfermo’

fontsize=14)

g o ..

plt.locator_params(axis=’x’, nbins=3)
plt.grid (axis="y’)
plt .show ()

El resultado de la ejecucion de este codigo es:
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10 4

0 4

0 4

04 4

Certeza de estar enfermo

02

0 1
Numero de pruebas

Figura 2.8: Teorema de Bayes




Capitulo 3

Variables aleatorias

3.1 Definiciéon

El concepto de variable aleatoria es uno de los méas impor-
tantes en la teoria de la probabilidad. Una variable aleato-
ria es una funciéon que asigna un valor real a cada uno de
los resultados de un experimento aleatorio. El dominio de
una variable aleatoria es el espacio muestral del experi-
mento y su rango un subconjunto de los nimeros reales.
Las variables aleatorias se denotan con letras maytsculas,
por ejemplo X y sus valores con letras mintsculas.

X(s)==

s es un elemento del espacio muestral.

97
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Ejemplo 51. Dado el experimento aleatorio que consiste
en lanzar dos veces una moneda establezca la regla de co-
rrespondencia de la variable aleatoria ’el nimero de veces
que sale cruz’.

Resolucion

Definamos al espacio muestral:

S: sale cara

C: sale cruz

= {CC, CS, SC, SS}

La regla de correspondencia queda de la siguiente ma-
nera:

Ejemplo 52. Dado el experimento aleatorio que consiste
en extraer dos bolas sin reposiciéon de una urna que con-
tiene 4 bolas rojas y 2 negras establezca la regla de corres-
pondencia de la variable aleatoria ’el nimero de veces que
sale una bola roja’.

Resolucion

Definamos al espacio muestral:

R: sale una bola roja;

N: sale una bola negra
= {RR, RN, NR, NN}
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La regla de correspondencia queda de la siguiente ma-
nera:

Ejemplo 53. Dado el experimento aleatorio que consiste
en lanzar un dado establezca la regla de correspondencia
de la variable aleatoria el puntaje de salida’

Resolucion

Definamos al espacio muestral:

C;: cara 7 del dado

Q= {Cy, Cy, Cs, Cy, Cs5, Cs}

La regla de correspondencia queda de la siguiente ma-
nera:

XE[ G [ G [ G [ GGG
o [ 1 [ 2 [ 3 [ 4] 5 [ 6|

Ejemplo 54. Dado el experimento aleatorio que consiste
en que tres estudiantes, Pedro, Carlos y Juan, se acer-
can aleatoriamente a retirar sus exdmenes de una pila de
examenes ordenados alfabéticamente; establezca la regla
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de correspondencia de la variable aleatoria ’el nimero de
examenes retirados correctamente’.

Resolucion

Definamos al espacio muestral:

C: Carlos;

J: Juan;

P: Pedro.

El orden de las iniciales indica el orden de llegada.

Q= {CJP, CPJ, JCP, JPC, PCJ, PJC}

Por ejemplo en el elemento CJP los estudiantes llegaron
en orden alfabético, por lo tanto, el nimero de exdmenes
retirados correctamente es igual a 3.

La regla de correspondencia queda de la siguiente ma-
nera:

(X (s) [ CJP [ CPJ [ JCP | JPC [ PCJ | PJC |
Lz | 3 [ 1 [t ] 0[]0 ]t |

Relacion entre eventos y variables aleato-
rias
Consideremos el lanzamiento doble de una moneda, ejem-

plo 51, y la variable aleatoria X: ’el nimero de veces que
sale cruz’. Si x toma el valor 1 esto significa que en los
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lanzamientos ’cruz’ sale una sola vez. A su vez esto corres-
ponde al evento:

E = {’cruz’ sale una vez}

Se puede generalizar que un valor real fijo x corresponde
a un evento F,

E, = {s|X (s) =2} = [X = ]

Se puede definir algunos eventos en términos de una
variable aleatoria para valores fijos de z, a, y b:

C X <0 = {5|X(s) < )
o [X >z ={s|X(s) >z}
o [a< X <b]={sla< X(s) <b}

Ejemplo 55. De una caja que contiene 7 piezas estandar
y 3 defectuosas se extrae secuencialmente sin reposicién
piezas hasta obtener una estandar. Considerando la varia-
ble aleatoria ’el niimero de piezas defectuosas extraidas’ dé
una interpretacion del evento [X < 2] = {s]|X(s) < 2}.
Resolucion
La variable aleatoria X puede tomar los valores 0, 1,

2, 3.

e si X (s) = 0 el operario extrae una pieza estandar en
el primer intento.
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e si X (s) =1 el operario extrae una pieza estandar en
el segundo intento.

El evento [X < 2] = {s|X(s) < 2} significa que el operador
debe sacar una pieza estandar en no mas de 2 intentos.

Tipos de variable aleatoria

La variable aleatoria puede ser de dos tipos:

1. discreta - toma valores multiplos de un valor minimo
y que pueden numerarse. Por ejemplo:

7

X: “el namero de veces que sale 'cara’

2. continua - puede tomar cualquier valor dentro de un
intervalo. Por ejemplo:

X: “la estatura de un estudiante ”

3.2 Distribucién de probabilidad

La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria
es la funciéon que establece una conexion entre los posi-
bles valores de la variable aleatoria y las probabilidades
correspondientes.
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X e [ x| [ e
’P(X:%:)‘ P1 \ P2 \ \ Pn \

Debido a que la variable aleatoria necesariamente toma
uno de los valores x;, entonces los eventos correspondientes
forman un grupo exhaustivo y la suma de las probabili-
dades de su ocurrencia es igual a uno:

Yopi=1 (3.1)

Ejemplo 56. Establezca la funciéon de distribucién de pro-
babilidad! de la variable aleatoria ‘el nimero de veces que
sale cruz’ en tres lanzamientos de una moneda.
Resolucion
La regla de correspondencia de la variable aleatoria X
es la siguiente:

'La funcién de distribucién de probabilidad de las variables aleatorias discre-
tas también se conoce como funciéon de masa de probabilidad. En el caso de las
variables aleatorias continuas la distribuciéon de probabilidad se caracteriza por la
funcién de densidad de probabilidad.
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L X(s) |
(CCC)

X
X
X
X
X
X
X
X

WD N~ O

De la regla de correspondencia se puede ver que x toma,
valores entre 0 y 3. Por lo tanto, la funcién de distribucion
de probabilidad es:

e [0 [ T [ 2 [ 5 ]
SNV N S R T
x| o0 | 1 | 2 | 3 |
. p | 0125 | 0375 | 0375 | 0125 |

Ejemplo 57. Un lote de 20 computadoras similares con-
tiene 3 que estan defectuosas. Establezca la funciéon de
distribucién de probabilidad de la variable aleatoria ’el
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numero de computadoras defectuosas’ si alguien selecciona
al azar 2 de estas computadoras.

Resolucion

La variable aleatoria puede tomar valores de 0 a 2 que
corresponden a los eventos:

e [X = 0] = {ninguna computadora es defectuosa};
e [X = 1] = {una computadora es defectuosa} y
o [X = 2] = {dos computadoras son defectuosas}.

Las probabilidades correspondientes de estos eventos se
calcula de la siguiente manera:

N ([X =0])

N ()

La cardinalidad de [X = 0], de acuerdo al principio de
la multiplicacion, es el producto del nimero de alternativas

de elegir 2 computadoras operativas de 17 y el nimero de
alternativas de no elegir ninguna de tres defectuosas:

b1 =

N (X = 0]) = C§ x C

17% 16 x 151 3!
NIX =0 =" 75 0«3

= 136
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El tamano del espacio muestral es el nimero de alter-
nativas de elegir 2 computadoras de entre 20

20 x 19 x 18!
_ 20 _ _
N(Q) =05 = 18] 190
y por lo tanto,
136
=—=0.716
Pr= 190

Las otras probabilidades son:

_O"xC} 17x3

= = = (0.268
P2=""cp 190
Cl'xC§ 1x3
= = = 0.016
B =" cg 190
La funcién de distribuciéon de probabilidad es:
’ T ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘
. p | 0716 | 0268 | 0.016 |

Ejemplo 58. Determine la funcion de distribucion de pro-
babilidad de la variable aleatoria ’'la suma de los puntos
obtenidos’ en el lanzamiento de un dado 2 veces.
Resolucion
La variable aleatoria X puede tomar los valores del 2
al 12.
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2 3 1 5 6 7
3 4 5 6 7 8
4 o} 6 7 8 9
o} 6 7 8 9 10
6 7 8 9 10 11
7 8 9 10 11 12

Del cuadro se cuenta el nimero de ocurrencias y se
establece la funcién de distribucién de probabilidad de X:

3.3 Caracteristicas de la variable
aleatoria

La esperanza matematica

La esperanza matemaética describe un valor o posicién pro-
medio de una variable aleatoria en el eje real. Por ejemplo,
si se considera la variable aleatoria X ’la masa de un recién
nacido’ y que su esperanza matematica es 3 kilogramos,
entonces los valores de la variable aleatoria se concentran



3.3. CARACTERISTICAS DE LA VARIABLE ALEATORIA 108

en torno a este valor alejandose (dispersdndose) de él en
cierto grado.

- e —e9 it - v -
2,60 2,70 2.80 2,90 3.00 3.10 3.20 3.30

Figura 3.1: Esperanza matematica

La esperanza matematica de X se denota por E[X]y
se calcula de la siguiente manera:

EIX] = z zip; (3.2)

Ejemplo 59. Calcule la esperanza matematica de la va-
riable aleatoria que esta dada por la siguiente funcién de
distribuciéon de probabilidad:

Resolucion
La esperanza matematica se obtiene directamente:

E[X]=0x0.05+1x0.15+2x 0.15+ 3 x 0.10+
4%0.25+5 % 0.20 4 6 x 0.10

E[X] =335
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Ejemplo 60. Calcule la esperanza matematica de la va-
riable aleatoria que estda dada por la siguiente funcién de
distribucion de probabilidad:

Cw [ 2 [ 1 0 [ 1 [ 2
 p | a 030 ] 2a [ 015 ] 020 |
Resolucion

Debido a que los eventos [X = z] forman un conjunto
exhaustivo la suma de sus probabilidades es igual a 1.

S pi=a+030+2a+015+020=1

y por lo tanto,
a=0.117

La esperanza matematica es entonces:

EF[X]=-2x0117T—1x0.304+0x 0.23+ 1 x 0.15+
2 x 0.20

E[X]=0.016
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Propiedades de la esperanza matematica

Si C' es una constante y X y Y son variables aleatorias dis-
cretas independientes se cumplen las siguientes propiedades:

1. E[C] =C;

2. FICx X]=Cx FE[X];

3. E[IX+Y]=FE[X]+ E[Y];
4. E[X xY] = E[X] x M[Y].

Varianza de una variable aleatoria

La varianza caracteriza la dispersién de una variable aleato-
ria alrededor de su esperanza matematica.

- - w L - o - - L L

15 2 25 3 35 4
Masa [kg]

@ Grupo 1 @ Grupo 2

La varianza de una variable aleatoria es la esperanza
matematica del cuadrado de la desviacion de los valores de
X con respecto a su valor medio.

Var (X) = E[(X — E[X])’] (3.3)
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La expresion anterior se la puede expandir tomando en
cuenta la linealidad de la esperanza matematica

Var (X) = E[X* - 2XFE [X] + E* [X]]
Var (X) = E[X?| - 2E [X] E[E[X]] + E* [X]
Var (X) = E[X?] - 2E* [X] + E* [X]
Finalmente se obtiene la expresién equivalente:
Var (X) = E | X?] - F* [X] (3.4)

Ejemplo 61. Encuentre la varianza de la variable aleato-
ria X cuya funcién de distribucion esta dada por:

[ 1 [ 2 [ 3 [ 4 |
. p | 03 | 02 | 04 | 01 |
Resoluciéon

La varianza de X se la puede obtener de forma tabular
mediante la ecuacion 3.4

’ T \ Pi \ ZiPi \ 7 \ zi’pi \
1 0.3 0.3 1 0.3
2 0.2 0.4 4 0.8
3 0.4 1.2 9 3.6
4 0.1 0.4 16 1.6
) 2.3 > 6.3
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La varianza de X es entonces:
Var (X) =6.3 — (2.3)°
Var (X)=1.01

Ejemplo 62. Encuentre la esperanza matematica y la va-
rianza de los puntos obtenidos en el lanzamiento de un
dado.

Resolucion

La funcién de distribucion de probabilidad en este caso
es:

La varianza de X se la puede obtener de forma tabular
mediante la ecuacion 3.4

’ L \ Pi \ LiPi \ 1’22 \ i \
1 0.167 | 0.167 1 0.167
2 0.167 | 0.333 4 0.667
3 0.167 | 0.500 9 1.500
4 0.167 | 0.667 16 2.667
5) 0.167 | 0.833 25 4.167
6 0.167 | 1.000 36 6
) 3.500 > 15.168
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La esperanza matemaética se toma directamente del cuadro:
FE[X] = 3.500
La varianza de X es entonces:
Var (X) = 15.168 — (3.500)

Var (X)=2917

Propiedades de la varianza

La varianza posee las siguientes propiedades:
) >
C) =

1. Var (X
(

3. Var (X +C) = Var (X);
(

2. Var

4. Var (CX) = C*Var (X);
5. Var (X £Y)=Var(X)+ Var(Y).

Ejemplo 63. Demuestre la propiedad:
Var (CX) = C*Var (X).
Resolucion
Por definicion Var (CX) = F [(CX)Q} — E?[CX]
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Var (CX) = E[C*X?] — C*E* [X]
Var (CX) = C*°E [X?| — C*E* [X]
Var (CX) = C*(E[X?] - E*[X]) = C*Var (X)

La desviacion estandar

La desviacién tipica o desviacion estandar es el indicador
mas comun de la dispersion de los valores de una variable
aleatoria en relaciéon con su esperanza matematica. La
desviacién estandar se denota con la letra griega o y es
igual a la raiz cuadrada de la varianza.

o=/Var (X) (3.5)

La desviacion estandar es una medida de la variabilidad
de los valores individuales de un conjunto de datos.

Ejemplo 64. Compare los siguientes proyectos de inver-
sién e indique cudl de ellos es mas conveniente.

] Beneficio/probabilidad |
1] 1000/05 | 0/0.5
Z 12| 500/0.5 | 1000/0.25 0/0.25

3 300/0.6 | 1500/0.05 | 700/0.35
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Resolucion
Los proyectos se pueden comparar tomando como cri-
terio el beneficio esperado:

E[X1] = 1000 x 0.5 40 x 0.5 = 500
E [X5] = 500 x 0.5+ 1000 x 0.25 + 0 x 0.25 = 500
E [X3] = 300 x 0.6 + 1500 x 0.05 + 700 x 0.35 = 500

En este caso los tres proyectos tienen el mismo beneficio
esperado. Por lo que es necesario evaluar su variabilidad
(riesgo) mediante la desviacion estandar:

o $ s (2~ (X))

n
o [Xl] = 500
o [Xo] = 408
o [X3] = 600

El proyecto 2 tiene el menor riesgo.

La funcion de distribuciéon acumulada

La funcién de distribucion acumulada caracteriza la pro-
babilidad de que una variable aleatoria X tome un valor



3.3. CARACTERISTICAS DE LA VARIABLE ALEATORIA 116

menor que z. La funcion de distribucion acumulada deter-
mina completamente la variable aleatoria.

Fx)=P(X <2)=3p(y) (3.6)
y<w
Ejemplo 65. Una peonza, cuyos rotulos se indican en la
figura, se hace girar dos veces. Establezca la funcion de
distribucion de la variable aleatoria ’la suma de los puntos’.
Calcule la esperanza matematica y la varianza.

Resolucion

Los valores posibles que puede tomar la suma de los
puntos son: 2, 3y 4.

La probabilidad de que salga 1 en un lanzamiento es
0.25 y la probabilidad de que salga 2 es 0.75.

Las probabilidades P (X = x;) = p;:

P (X =2)=0.25 = 0.063

P(X =3)=0.25x0.75+0.75 x 0.25 = 0.375
P(X =4)=0.75* = 0.563
La distribucion de probabilidad es:
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oo | 2 | 3 | 4 |
~ p | 0063 | 0375 | 0563 |

La esperanza matematica es:
FE[X]=0.063 x 2+ 0.375 x 3+ 0.563 x 4 = 3.500

La varianza es:

(2—-35)°"+(3—-35)"+(4—3.5)°
3

= 0917

Var[X] =

Ejemplo 66. Escriba un cédigo en Python para graficar
la funcién de probabilidad del ejemplo anterior.
Resoluciéon

Algoritmo 3.1 Funcién de distribucion

import matplotlib.pyplot as plt
X = [2, 3, 4]

p = [0.063, 0.375, 0.563]
plt.plot( X, p, ’0o’ )
plt.vlines( X, 0, p )

plt.ylim( bottom=0 )

plt .show ()

El resultado de la ejecucion de este codigo es:
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05
04
03
02

01

wl!

200 225 250 275 300 325 350 375 400

3.4 Distribuciones de variable dis-
creta

Algunas distribuciones de variable aleatoria discreta son:

e La distribucion uniforme;

la distribuciéon binomial;

la distribucion geométrica;

la distribucion hipergeométrica;

la distribucion de Poisson, entre otras.

La distribucion uniforme

Una variable aleatoria tiene una distribucién uniforme si
toma un nimero finito de valores con probabilidades iguales.
La esperanza matematica de una distribucién uniforme es
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1 n
N =1
six1 =ay x, =0bla esperanza matematica es:

_a+b

F [X] 5 (3.7)
La varianza de la distribuciéon uniforme es:
b—a+1)%-1
Var[x] = =1 ; ) (3.8)

Ejemplos de procesos que obedecen la distribucion uni-
forme discreta son:

el lanzamiento de un dado;

girar una ruleta;

extraer una carta de una baraja;

extraer un boleto en una rifa.

Ejemplo 67. Una caja contiene fichas numeradas del 1
al 10. Determine la funcién de probabilidad y la funcién
acumulativa de probabilidad de la variable aleatoria co-
rrespondiente al puntaje obtenido al sacar una ficha. Cal-
cule la esperanza matematica, la desviacion estandar y la
probabilidad de que el puntaje se encuentre entre 5 y 8.
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Resolucion

Todas las fichas tienen la misma probabilidad de ser
extraidas, por lo tanto esta es una distribucién uniforme
discreta.

La esperanza matematica es:

1041
EX]=—L_55
2
La varianza es:
102 —1
Var (X) = TH 8.25

La desviacion estandar es:

o =V825=2.87

Las funciones de probabilidad y probabilidad acumu-
lada las podemos expresar en forma tabular.
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X [ PX) | F(X) |
1 0.1 0.1
2 0.1 0.2
3 0.1 0.3
4 0.1 0.4
5 0.1 0.5
6 0.1 0.6
7 0.1 0.7
8 0.1 0.8
9 0.1 0.9
10 0.1 1.0

La probabilidad de que el puntaje se encuentre entre
5y 8 se puede obtener a partir de la funcién acumulativa

F (X):

P(<X <8 =F(8)—F(5)
P(B<X <8 =08-05=0.3

Ejemplo 68. Escriba un coédigo para graficar la funcién
de distribucion de probabilidad acumulada para el ejemplo

anterior.
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Algoritmo 3.2 Funcién de distribucion de probabilidad
acumulada

import matplotlib.pyplot as plt

F x=20

for x in range(10):
plt . hlines (F x, x, x+1,...
color="red )
plt.vlines (x+1, F_x, F x4+0.1,...
color="blue’, linestyles="dashed )
F x=F x+ 0.1
plt.plot (x+1, F_ x—0.1, D’ ,...
color="black ")

plt . hlines(F x, 10, 11, color="red’)

plt.xlabel ('X’, fontsize=14)

plt.ylabel ('F(X)’, fontsize=14)

plt.grid ()

plt .show ()

El resultado de la ejecucion de este codigo es:
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Figura 3.2: Funcién de distribucién de probabilidad acu-
mulada

La distribucion binomial

El experimento de lanzar una moneda al aire tres veces y
el experimento de disparar a un blanco en series de tres
tiros tienen varias caracteristicas en comun:

1. se realizan varios intentos o ensayos;

2. solo existen dos posibles resultados 'acertar’ o ’fallar’;
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3. la probabilidad de 'acertar’ o de ’exito’ no cambia en
cada ensayo;

A este tipo de experimentos se les denomina ensayos de
Bernoulli o experimento binomial. La variable aleatoria
es ’el nimero de éxitos que se tiene en n ensayos’. El
término éxito es relativo, por ejemplo, si en el experimento
se registra las veces que sale 'cara’ cuando salga 'cruz’ se
considera un fracaso. Por el contrario si se registra las
veces que sale ’cruz’ cuando sale 'cara’ se considera un
fracaso.

La probabilidad P,(z) de que un evento A ocurra exac-
tamente x veces en n ensayos, cuando el evento A tiene
una probabilidad de éxito p y de fracaso ¢ = 1-—p, se puede
encontrar mediante el teorema de Bernoulli:

Po(z) = Cip*q"™ (3.9)

Ejemplo 69. Encuentre la probabilidad de que cruz salga
3 veces en cinco lanzamientos de una moneda.

Resolucion

La probabilidad de éxitoes p =0.5y

la probabilidad de fracaso es ¢ =1 —p = 0.5.

La probabilidad buscada se puede encontrar mediante
la aplicacién de la ecuacion 3.9:

P5(3) = € (0.5)° (0.5)>*
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5 x4x3!
~ 31(5 - 3)!
P5(3) = 10(0.5)° = 0.313

P5(3) (0.5)* (0.5)°~°

Ejemplo 70. Se lanza una moneda diez veces. ;Cudl es
la probabilidad de que salga ’cara’ exactamente 8 veces?
Resolucion
La probabilidad buscada es:

Pyo(8) = CL°(0.5)% (0.5)"°®

~ 10x 9 x 8!
~ 81(10 — 8)!
Piy(8) = 0.044

Pio(8) (0.5)"

Ejemplo 71. De una urna que contiene 2 bolas blancas
y 6 negras, se elige una bola al azar y se devuelve 5 veces
seguidas. Calcule la probabilidad de que aparezca una bola
blanca 4 veces.

Resolucion

Como la bola se devuelve a la urna la probabilidad de
sacar una bola u otra no se ve afectada y los ensayos se
pueden considerar independientes.

Se debe considerar como éxito sacar una bola blanca y
como fracaso sacar una bola negra. Entonces:
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p=20.333y

q = 0.666.

El ntimero de ensayos es 5.
La probabilidad buscada es:

P5(4) = €7 (0.333)" (0.666)° "

5 x 4! 4 1
Ps5(4) = (5= (0.333)" (0.666)
P5(4) = 0.041

Los coeficientes binomiales forman las filas del trian-
gulo de Pascal:

Tridngulo de
Pascal
n=4;
X=2
1
1
1 4
1 5
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Figura 3.3: Seleccion del coeficiente binomial para 4 en-
sayos y 2 éxitos.



3.4. DISTRIBUCIONES DE VARIABLE DISCRETA 127

Ejemplo 72. Se lanza un dado 10 veces. ;Cudl es la pro-
babilidad de que el 3 salga no mas de 4 veces?

Resolucion

Como éxito se toma que sale el niimero 3 y como fracaso
cualquier otro niimero. Entonces:

p=¢=0167y q=2=0.833

Cualquiera de las siguientes alternativas satisface la
condicién dada:

Pio(0), Pio (1), Pio(2), Pio(3), Pio(4).

Por el principio de adicién la probabilidad buscada es:

Pl()(X§4):Pl()(O)—l—Pl()(l)+P10(2)+P10(3)+P10(4)

Algoritmo 3.3 Aplicacion de la distribucién binomial

from scipy.stats import binom
P=20
for 1 in range(1):

P = P + binom.pmf(k=i, n=10, p=1/6)
print (f 'La probabilidad de que el tres...
salga menos de 4 veces es {P:.4f}")

El resultado de la ejecucion de este codigo es:

La probabilidad de que el tres salga...
menos de 4 veces es 0.1615
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Anélisis del cédigo

o scipy.stats - médulo de Python que contiene fun-
ciones estadisticas.

e binom - objeto de Python que tiene los atributos de
una variable aleatoria binomial.

e binom.pmf - funciéon que corresponde a la funcion de
probabilidad binomial.

Ejemplo 73. Escriba un cédigo para graficar la probabili-
dad de que salga cara en 10 lanzamientos de una moneda.
Resolucion

Algoritmo 3.4 Probabilidad de salir 'cara’ en 10 lanza-
mientos

from scipy.stats import binom

lmport numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

X = np.array(range(11)); P = []

for x in X:
P = np.append (P, binom.pmf(k=x,...
n=10, p=1/2))

plt.xlabel (X", fontsize=14)

plt.ylabel ('P(X=x)’, fontsize=14)

plt.bar(X,P); plt.grid (axis="y’); plt.show ()
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El resultado de la ejecucion de este codigo es:

025 1

020 -

0.05 1

0.00 -

Figura 3.4: Numero de veces que sale 'cara’ en 10 lanza-
mientos

La esperanza matematica y la varianza de la distribucion
binomial se calcula de la siguiente manera:

ElX]=mnp (3.10)

Var (X)=np(1l—p) (3.11)

Ejemplo 74. Se compra un lote de cajas de tornillos a
una fabrica. Se inspeccionan 10 cajas de 100 tornillos y se
encuentra el siguiente nimero de tornillos defectuosos.
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" Caja [1]2[314]5]6]7[8[9][10]
]Defectuosos\?)\7\0\0\3\3\2\5\5\1\

Determine la probabilidad de encontrar no mas de 5
tornillos defectuosos en una caja tomada al azar.

Resolucion

Se puede considerar como éxito encontrar un tornillo
defectuoso y la inspeccion de las cajas como ensayos in-
dependientes de seleccionar tornillos defectuosos de 100
tornillos. Por lo tanto, se puede encontrar la probabilidad
de éxito a partir de la esperanza matematica

E[X]=np

3+74+0+0+3+3+2+5+5+1

10

_ 29 .02
P=T00 "

La probabilidad buscada es:
P = Pyp0 (0)+Proo (1)+Pioo (2)+Puoo (3)+Proo (4)+Pioo (5)

E[X] = 2.9

Esta probabilidad se puede calcular con el algoritmo
del ejemplo 72

La probabilidad de encontrar menos...
de 5 tormillos defectuosos es 0.9287
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La distribuciéon geométrica

Una variable aleatoria discreta tiene una distribucion ge-
ométrica cuando se cuenta el nimero de fracasos antes
de observar el primer éxito en un experimento aleatorio.
Un ejemplo es contar ’el nimero de lanzamientos antes de
que salga ’cara’ (’sello’) en el lanzamiento de una moneda.
Otros ejemplos pueden ser:

e el nimero de disparos antes de acertar en el blanco;

e el nimero de pruebas de un aparato antes de la primera
falla;

e el nimero de bolas antes de que aparezca una bola
blanca.

De manera formal una variable aleatoria discreta X tiene
una distribuciéon geométrica con parametro p, si toma los
valores x = [1, m] con probabilidades:

P(X =m) =pq" (3.12)

En forma tabular la distribucién geométrica se escribe
de la siguiente manera:

0
Cpi | p | pe | pg
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El nombre ’geométrico’ refleja el hecho de que a me-
dida que m aumenta, la probabilidad p,, disminuye en una
progresion geométrica.

Las caracteristicas numéricas de la ley geométrica de
distribucién de probabilidad estan dadas por:

e la esperanza matematica

E[X]=—2F (3.13)

¢ la varianza
I—p

p2

Var (X) = (3.14)
Ejemplo 75. Un jugador de baloncesto novato acierta a
4 de 10 tiros al aro. Determine la probabilidad de fallar 5
tiros antes de encestar.

Resolucion

Este es una ejemplo de la aplicacion geométrica donde
p = 0.4, por lo tanto, ¢ = 0.6.

La probabilidad que acierte al aro en el sexto lanza-
miento corresponde a que ocurren 5 fracasos y por lo tanto
X =5

P(X =5)=04x0.6"

P(X =6)=0.4x0.6"=0.031
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La probabilidad de que acierte antes del sexto lanza-
miento es:

P(X<6) =Y P(X =)
1=0

P(X <6)=0.4x(0.6"+0.6" + 0.6* + 0.6° + 0.6 + 0.6") = 0.953
P (X <6)=0.953

Ejemplo 76. Segin un fabricante de cada 100 dispositi-
vos producidos una falla. Para verificar esta afirmacion
se realizan pruebas de confiabilidad en las que se regis-
tra el nimero de dispositivos operativos antes de encon-
trar un dispositivo defectuoso. Determine la experanza
matematica, la varianza y la probabilidad de encontrar un
dispositivo defectuoso en el quinto ensayo.

Resolucion

En este caso como éxito se considera encontrar un equipo
defectuoso. Entonces la esperanza matematica es:

1—0.01
FE[X] = ool - 99

En promedio se seleccionan 99 dispositivos antes de
encontrar uno defectuoso.

La varianza es:

~1-0.01

var (X) = TOE = 9900
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La probabilidad de encontrar un dispositivo defectuoso
después de cuatro operativos es:

P =0.01 x 0.99* ~ 0.01

Ejemplo 77. Escriba un coédigo para graficar la funcién
de probabilidad de la distribuciéon geométrica dada la pro-
babilidad de éxito p.

Resolucion

Algoritmo 3.5 Distribucién geométrica

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
X = np.array(range (10))
P=1[0.2,0.4, 0.6]
for p in P:
P g = px(1—p)*xX
plt.plot (X, P g, ’0’,...
label = 'p = '+ str(p))
plt . vlines( X, 0, P g )
plt.legend ()
plt.xlabel ('X’, fontsize=14)
plt.ylabel ('P(X=x)’, fontsize=14)
plt.grid (axis="y’)
plt .show ()

El resultado de la ejecucion de este codigo es:
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La distribucién geométrica es un caso especial de la
distribucién binomial negativa.

La distribucién binomial negativa

En la distribucién binomial negativa' la variable aleatoria
representa el nimero k de fracasos que ocurren antes de
obtener un niimero dado de éxitos n en una serie de ensayos
independientes con una probabilidad de éxito p constante.
Los parametros de esta distribucién son el nimero espe-
rado de éxitos y la probabilidad de éxito. La funcion de
distribucién de probabilidad viene dada por:

IEsta distribucién también se conoce como distribucién de Pascal en honor a
Blaise Pascal y distribucién de Polya , en honor a George Pdlya.
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P(X =k)=f(kn,p)=Ci " (1—p'p"  (3.15)

La esperanza matematica de la distribuciéon binomial
negativa es:

n(l—p)

FE[X] = ) (3.16)
La varianza:
Var (X) = Mlpz_p) (3.17)

Ejemplo 78. Con respecto a los dispositivos del ejemplo
76 cual es la probabilidad de encontrar 90 dispositivos que
funcionen correctamente antes de encontrar 2 defectuosos.

Resolucion
k = 90;

n = 2;

p = 0.01.

La probabilidad buscada es:
f (k,n,p) = C37 71 (1= 0.01)" (0.01)"
k = 1 —0.01)™(0.01
f () = gorgr — gy (L~ 000" (0.01)
f(k,n,p) =91 x (0.99)” (0.01)*
f (k,n,p) =0.004
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Ejemplo 79. Con respecto al ejemplo 76 determine la pro-
babilidad de que en 200 ensayos se encuentren 2 dispositi-
vos defectuosos.

Resolucion

El nimero de ensayos es la suma de la cantidad de
dispositivos defectuosos y operativos N = k + n, por lo
tanto la probabilidad buscada' es:

f(N,n,p) = CS (1 —p)N e
F(N,n,p)=CN_L(1L—p)""p"
f(N,n,p) = G557 (1 —0.01)*"* (0.01)°

199 x 198!
N _
J(N.1p) = 1081 (199 — 198)]

F(N,n,p) =199 x (0.99)" (0.01)
f(N,n,p) =0.003

(1—0.01)"(0.01)?

La distribucién hipergeométrica

En la distribucion hipergeométrica se considera una poblacion,
compuesta de N elementos de dos tipos A y B, de la cual

!Esta es una definicién alternativa de la distribucién binomial negativa. La
variable aleatoria corresponde al niimero de ensayos necesarios que se deben rea-
lizar para ontener un numero fijo de éxitos.



3.4. DISTRIBUCIONES DE VARIABLE DISCRETA 138

se extrae sin reposiciéon una muestra de n elementos. La
distribucién hipergeométrica da la probabilidad de que la
muestra tenga un cierto nimero de elementos del tipo
A. Como ilustracion de la distribucion hipergeométrica se
puede tomar al problema de las urnas, ejemplo 30. En este
contexto la variable aleatoria X es el nimero de bolas del
primer tipo en la muestra.

La probabilidad de obtener X éxitos esta dada por:

CrCast
P(X =x)= N (3.18)

donde:
N es el tamano de la poblacion;
n es el tamano de la muestra extraida;
k es el nimero de éxitos en la poblacion.

La esperanza matematica en la distribucion hipergeométrica

_Fn

FIX] =2

(3.19)

La varianza es:

D(X):anx X i (3.20)
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Ejemplo 80. En una bodega hay 5 computadoras de 14”
y 3 de 12”. Elabore la distribucién de probabilidad de que
en una muestra de 4 computadoras tomadas al azar n sean
de 14” y construya su grafico.

Resolucion

En este ejemplo los parametros son:

el tamano de la poblacion N = §;

el tamano de la muestraesn =4y

el niimero de éxitos puede tomar los valores k = {1,2,3,4}.

Las probabilidades respectivas se obtienen a partir de
la ecuacion 3.18

CiC3
P(X=1)= 523

P(X =1)=0.071

El resto de resultados los expresamos en forma tabular:

X |t [ 2 [ 3 | 4 |
| P(X) | 0071 | 0429 | 0429 | 0.071 |

El grafico se puede construir con el siguiente coédigo
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Algoritmo 3.6 Probabilidad hipergeométrica

import math
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

N =28

K=5

n =4

X=1[1,2,3,4]

P = ]

for x in X:
N_A = math.comb (K, x)
N_B = math.comb(N-K, n—x)
N_T = math.comb(N, n)
p=NAx NB/NT
P = np.append(P,p)

plt.bar(X,P)

plt.xticks (range(5))

plt.xlabel ('X’, fontsize=14)
plt.ylabel ("P(X)’, fontsize=14)
plt.grid (axis="y"’)

plt .show ()

El resultado de la ejecucion de este codigo es:
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Figura 3.5: Probabilidad hipergeométrica

La distribucion de Poisson

La distribucién de Poisson describe el niimero de even-
tos que ocurren con una frecuencia o intensidad fijas, por
ejemplo:

e el nimero de llamadas recibidas por la central tele-
fénica durante el tiempo t;

o el nimero de defectos en una pieza de tela por unidad
de longitud;
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e el nimero de personas que padecen una enfermedad
por cada 100000 habitantes, etc.

Si el nimero promedio de ocurrencias en un intervalo de
tiempo fijo es A, entonces la probabilidad de que haya exac-
tamente x ocurrencias esta dada por:

A\eA

P(X =ux) o

(3.21)

La esperanza matematica y la varianza de X son iguales
a A

E[X]=Var(X) =\ (3.22)

La distribucién de Poisson es una aproximaciéon de la
distribucién binomial en situaciones en las que la probabi-
lidad de éxito es pequena y n es un numero grande. Una
buena aproximacion se obtiene sin > 50y n X p <5 .

Ejemplo 81. En un parque automotor se cambian los
rodamientos de embrague a 150 vehiculos. La probabi-
lidad de falla de un rodamiento dentro de un mes es 0.03.
Encuentre la probabilidad de que falle exactamente 1 ro-
damiento en un mes.

Resolucion

El nimero de rodamientos es mayor que 50 y la pro-
babilidad es menor 0.1. Por lo tanto, se puede considerar
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que la distribucion de probabilidad es una distribucion de
Poisson.

A =0.03 x (150) =4.5
45145
1!

P(X=1)=0.05

P(X=1)=

Ejemplo 82. En una policlinica atienden en promedio a
2 pacientes por hora en el servicio de tomgrafia. Calcule
la probabilidad de que se atienda de 6 a 8 personas en 2
horas.

Resolucion

El promedio de pacientes atendidos en 2 horas es:

A=2x2=4
La probabilidad de atender de 6 a 8 pacientes es:

40 47 48
= =0 + 76_7 + 56_8

P(6§x§8)—ae o

P(6 <z <8) =0.017
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3.5 Distribuciones de variable con-
tinua

En una distribucién de probabilidad continua la variable
aleatoria X puede tomar un ntmero infinito de valores
dentro de un intervalo. En consecuencia la probabilidad
de tomar un valor especifico es cero. Por lo tanto, la pro-
babilidad se asigna por rangos de valores, por ejemplo, la
probabilidad de que X sea mayor que cero:

P(X >0) =050

La probabilidad de que una variable aleatoria tome un
valor en un intervalo a, b se describe por la densidad de

distribuciéon de probabilidad f (z).

035

0.25 P(2 =X =35)

Figura 3.6: Densidad de probabilidad
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El area debajo de la densidad de probabilidad es la
probabilidad de que la variable aleatoria se encuentre entre
ayb.

Las propiedades de la densidad de probabilidad son:

L f(x) >
2/f

3.P(a§x§b):/abf(x)dx:F(b)—F(a)

A partir de la densidad de probabilidad se puede de-
terminar la esperanza matematica de la variable aleatoria:

EX]= [ af(z)ds (3.23)

Las distribuciones de variable continua més importantes
son las siguientes:

e Distribucién uniforme continua;

distribucion exponencial;

distribucién normal,;

distribuciéon F;

distribucién Gamma;
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o distribucién ji cuadrado;

e distribucion t de Student.

La distribucion continua uniforme

La distribuciéon mas simple es la distribuciéon continua uni-
forme en el intervalo [a,b]. Su densidad de probabilidad
es:

[ =, z€la,b]
f(x)_{bo, x ¢ |a,b]

f(X)

Figura 3.7: Densidad de probabilidad de la distribucién
uniforme
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La esperanza matematica

b
Elx]= 2T
2
La varianza
(b—a)®
X) =
Var (X) 9

Ejemplo 83. Las observaciones mostraron que el peso de
la caja, destinado al transporte de hortalizas, se distribuye
uniformemente en el rango de 985 a 1025. Se selecciona
aleatoriamente una caja. Encuentre el porcentaje de cajas
cuyos pesos se alejan de la media a una desviacion estan-

dar.
Resolucion
La esperanza matematica:

985 + 1025

B [X] = =~ = 1005

La varianza:

(1025 — 985)

Var (X) = T

La desviacion estandar:

o =+v133.33 = 11.547

= 133.33
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La probabilidad de que el peso de la caja se encuentre
a una desviacion de estandar de la media es el area del
rectangulo de ancho igual a 20 y de alto igual a bfla, por
lo tanto la probabilidad buscada es:

2 (11.547)

El porcentaje de cajas que se encuentran en este rango
es 57.7%

La distribuciéon exponencial

La distribucién exponencial modela el tiempo entre dos
ocurrencias sucesivas de un evento caracterizado por el
nimero promedio de ocurrencias de un evento por unidad
de tiempo A. Esta distribucién permite describir:

e la duracion de la atencién a un cliente;
« la vida 1til de un aparato hasta su falla;
o el intervalo de tiempo entre averias, etc.

La densidad de probabilidad de la distribuciéon de X viene
dada por la féormula:
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r@={ 0 150 3:21)

La funcion de distribucion tiene la formas:

0, r <0
F(SU) - { 1 — e—/\x7 T Z 0 (325)

La esperanza matematica de la distribucién uniforme
es:

ElX]=)"1 (3.26)

La varianza es:

Var (X) =22 (3.27)

Ejemplo 84. El tiempo medio de funcionamiento sin fallos

de un dispositivo es de 80 horas. Suponiendo que el tiempo

de actividad del dispositivo tiene una ley de distribucién

exponencial, encuentre: a) expresion de su densidad de

probabilidad y funcién de distribucién; b) la probabilidad

de que dentro de 100 horas el dispositivo no falle.
Resolucion

E[X]=x"
1

A= —
80

La densidad de probabilidad es entonces:
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0, x <0

f(x):{le_slox x>0

80
La funcion de distribucion tiene la formas:

0, <0
F(a:):{ 1—6*81*096, x>0

La probabilidad de que dentro de 100 horas el disposi-
tivo no falle, es

P (100 < 2 < 00) = F (00) — F (100)

100

P00 <z <o00)=(1—e @)~ <1_eso)

100 (o)

P(I00<z<o00)=¢ 80 —e &

P (100 < x < 00) = 0.287

La distribucion normal

La distribucién normal es una de las distribuciones de pro-
babilidad mas importantes. Distribucion de probabilidad
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de una variable aleatoria real X se llama normal si tiene
una densidad de probabilidad igual a
]_ r—a 2
p(x) = LI (3.28)
2o

La esperanza matematica coincide con a y la varianza

con o2.

El grafico de la densidad de probabilidad es simétrico
a la linea vertical x = a, y alcanza su valor maximo en
ese valor. La forma del grafico depende de 0. Para valores
menores el grafico es mas angosto.
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Figura 3.8: Funciéon de densidad de probabilidad con dife-
rentes valores de la desviacién estandar.

Sia=0y o =1 ladistribucion se llama normal estan-

dar.
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P (x) :/_xoo \/12_Fe_u2‘2du (3.29)

En el caso general, la funcion de distribucién de F'(z;a, o)
se puede calcular usando la férmula

F(z;a,0) = ®(2)

r—a

7 —
g

Se han compilado tablas extensas para la funciéon ®(x)
y varias de sus derivadas.

Ejemplo 85. El crecimiento de los ninos en el grupo de
edad de 15 afios es una variable aleatoria X normalmente
distribuida con parametros a = 161cm y o = 4cem. ;Qué
proporcion de disfraces para ninos con una altura de 152 a
158 cm debe proporcionarse en el volumen de produccion
para este grupo de edad?

Resolucion

Encontremos qué proporcién de trajes para ninos con
una altura de 152 a 158 cm debe proporcionarse en el vo-
lumen de produccién para este grupo de edad. Usamos la
formula para encontrar la probabilidad de que una variable
aleatoria normal caiga en el intervalo:

s < x < 15y = (1B 7100) g (152101
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P (152 < X < 158) = 0.2266 — 0.0122 = 0.2144.

Regla de las tres sigmas

Si una variable aleatoria se distribuye normalmente, en-
tonces el valor absoluto de su desviacion de la expectativa
matematica no excede tres veces la desviacién estandar.
La probabilidad de que la desviacion en valor absoluto sea
menor que tres veces la desviacion estandar es 0.9973
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Figura 3.9: Regla de las tres sigmas

En la practica: si se desconoce la distribucion de una
variable aleatoria, pero se cumple la condicién especificada
en esta regla, entonces hay razoén para suponer que la va-
riable aleatoria se distribuye normalmente.
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